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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Настоящий сборник задач предназначен для школь- 

ников, преподавателей математики, руководителей ма- 

тематических кружков, студентов педагогических ‘ин- 

ститутов и всех, кто увлекается решением задач по 

элементарной геометрии. Он состоит из нестандартных 

геометрических задач несколько повышенного по срав- 

нению с обычными школьными задачами уровня. 

В сборник включены в основном задачи, предлагав- 

шиеся в разное время на математических олимпиадах 

разного ранга, задачи из архивов математических 

олимпиад и математических кружков. 

При подготовке второго издания книга была сущест- 

венно переработана: решения многих задач написаны 

заново, добавлено около 600 новых задач; особенно 

много задач добавлено по геометрии треугольника. 

При этом большое влияние на меня оказало второе 

издание книги И. Ф. Шарыгина ') и замечательная, не- 

заслуженно забытая книга Д. Ефремова °). 

Сборник выходит в двух частях. В ч.1 включены 

классические темы планиметрии, а в ч. 2 войдут более 

современные темы: геометрические преобразования и за- 

дачи на олимпиадную и кружковую тематику (разрезания, 

раскраски, принцип Дирихле, индукция и т. д.). Часть 1 

содержит почти 1000 задач с полными решениями и более 

100 задач для самостоятельного решения. 

') Шарыгин И. Ф. Задачи по геометрии. Планиметрия. М.: 
Наука, 1986. 

2) Ефремов Д. Новая геометрия треугольника. Одесса: Матезис, 
1902.



Книгу можнс использовать не только как источник 

задач для внеклассной работы, но и как пособие для 

самостоятельного изучения геометрии. Для удобства 
читателя принята подробная рубрикация. Задачи в обеих 

частях распределены по 29 главам, каждая из которых 

состоит из 6—14 параграфов. За основу классификации 

приняты методы решения геометрических задач. Глав- 

ная цель разбиения — помочь читателю ориентироваться 

в столь большом наборе задач. Без такого разделения 

это огромное количество задач производило бы не- 

сколько угнетающее впечатление. 

’’При подготовке первого издания болыпую помощь 

оказали мне советы и замечания, высказанные академи- 

ком А. В. Погореловым, А. М. Абрамовым, А. Ю. Вай- 

нтробом, Н. Б. Васильевым, Н. П. Долбилиным 

и С. Ю. Оревковым. Всем им я выражаю искреннюю 

благодарность.



Глава 1 

ПОДОБНЫЕ ТРЕУГОЛЬНИКИ 

Основные сведения 

1. Треугольник АВС подобен треугольнику A,B,C, (обозначение: 
A ABCw АА, В, С,) тогда и только ‘тогда, когда выполнено одно 
из следующих эквивалентных условий: 

а) АВ: ВС: СА-А, В, : В, С,: С, А,; 
6) AB: BC=A,B,:B,C, и LABC=LA4A,B,C;; 
в) 1 АВС=ДА В.С, и [ВАС= 1 В.А, С,. 
2. Если параллельные прямые отсекают от угла с вершиной 

А треугольники AB,C, и AB,C,, то эти треугольники подобны 
и АВ,: АВ. =АС,:АС, (точки В, и В, лежат на одной стороне 
углаа С, и С. — на другой). : 

3. Средней линией треугольника называют отрезок, соединяющий 
середины боковых сторон. Этот отрезок параллелен третьей стороне 
и равен половине ее длины. 

Средней линией трапеции называют отрезок, соединяющий сере- 
дины боковых сторон трапеции. Этот отрезок параллелен основаниям 
и равен полусумме их длин. 

4: Отношение площадей подобных треугольников равно квадрату 
коэффициента подобия, т. е. квадрату отношения длин соответствую- 

| 
щих сторон. Это следует, например, из формулы 5 авс => AB: АСзшА. 

5. Многоугольники A,A,...A4, и В. В....В, называют подобными, 
если А. А,:А.А.:...: АА, =В, В.: "BSB: BB, и углы при вершинах 
Aj, «+» A, равны соответственно углам. ‘при вершинах В,, ..., В,. 

Отношение соответственных диагоналей подобных многоуголь- 
ников равно коэффициенту подобия; для описанных подобных 
многоугольников отношение радиусов вписанных окружностей также 
равно коэффициенту подобия. 

Вводные задачи 

1. В остроугольном треугольнике АВС проведены высоты 
AA, и BB,. Докажите, что A,C:-BC=B,C:AC. 

2. В прямоугольном треугольнике АВС с прямым углом 
С проведена высота СН. Докажите, что AC*=AB-AH 
и СН?=АН: ВН. 

3. Докажите, что медианы треугольника пересекаются 
в одной точке и делятся этой точкой в отношении 2:1, 

считая от вершины.



4. На стороне BC треугольника АВС взята точка A, 
так, что BA,:A,C=2:1. В каком отношении медиана. CC, 
делит отрезок AA,? 

5. В треугольник АВС вписан квадрат PORS так, что 
вершины Ри О лежат на сторонах АВ и AC, а вершины 
Ки 5— на стороне BC. Выразите длину стороны квадрата 
через а и Й.. 

$ 1. Отрезки, заключенные 
между параллельными прямыми 

1.1. Основания AD и ВС трапеции ABCD равны 
аи b (a>b). 

а) Найдите длину отрезка, высекаемого диагоналями Ha 
средней линии. 

6) Найдите длину отрезка ММ, концы которого делят 
стороны АВ и CD в отношении АМ: МВ= ОМ: МС=р: 4. 

1.2. Докажите, что середины сторон произвольного 
четырехугольника — вершины параллелограмма. Для ‘каких 
четырехугольников этот параллелограмм является пря- 
моугольником, для каких —ромбом, для каких — квад- 
ратом? 

1.3. Точки A, и В, делят стороны ВС и АС треугольника 
АВС в отношениях BA,:A,C=1:p u АВ, : В, С=1:4. В каком 
отношении отрезок AA, делится отрезком ВВ,? 

1.4. Через точку Р медианы СС, треугольника АВС 
проведены прямые AA, и ВВ, (точки A, и В, лежат на 
сторонах ВС и СА). Докажите, что A,B, || АВ. 

1.5. Прямая, соединяющая точку Р пересечения диагоналей 
четырехугольника ABCD с точкой О пересечения прямых 
АВ и CD, делит сторону AD пополам. Докажите, что она 
делит пополам и сторону ВС. 

1.6. На стороне AD параллелограмма ABCD взята точка 
Р так, что АР: AD=1:n; О — точка пересечения прямых АС 
и ВР. Докажите, что АО: AC=1:(n+1). 

1.7. Вершины параллелограмма А,В, С.Ш), лежат на сто- 
ронах параллелограмма ABCD (точка A, лежит на стороне 
АВ, точка В, — на стороне ВС и т. д.). Докажите, что 

центры обоих параллелограммов совпадают. 
1.8. На диагонали BD параллелограмма ABCD взята 

точка К. Прямая АК пересекает прямые ВС и СР в точках 
Ги М. Докажите, что AK?=LK: KM. 

1.9. Одна из диагоналей вписанного в окружность четы- 
рехугольника является диаметром. Докажите, что проекции 
противоположных сторон на другую диагональ равны. 
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1.10. На основании AD трапеции ABCD взята точка 
Е tax, что АЕ= ВС. Отрезки СА и CE пересекают диагональ 
BD в точках О и Р соответственно. Докажите, что если 

BO=PD, то AD*=BC’?+AD : BC. 
1.11. Точки А и В высекают на окружности с центром 

О дугу величиной 60°. На этой дуге взята точка М. Докажите, 
что прямая, проходящая через середины отрезков МА и ОВ, 

перпендикулярна прямой, проходящей через середины отрез- 
ков МВ и OA. 

1.12. а) Точки А, Ви С лежат на одной прямой, а точки 

A,, В, и С, —на другой. Докажите, что если AB, || BA, 

и АС, || CA,, то ВС, || CB,. 
6) Точки A, В и С лежат на одной прямой, а точки 

A,, В, и С, таковы, что AB, || BA,, АС, || СА, и BC, || CB,. 
Докажите, что точки A,, В, и С, лежат на одной прямой. 

1.13. В треугольнике АВС проведены биссектрисы AA, 
и BB,. Докажите, что расстояние от любой точки М отрезка 
A,B, до прямой АВ равно сумме расстояний от М до 
прямых АС и ВС. 

1.14. Пусть М и №— середины сторон AD и ВС прямо- 
угольника ABCD. На продолжении отрезка DC за точку 
D взята точка Р; О — точка пересечения прямых РМ и АС. 
Докажите, что / ОММ = 4 MNP. 

1.15. На продолжениях оснований AD и ВС трапеции 
ABCD за точки А и С взяты точки К и Г. Отрезок KL 
пересекает стороны АВ и CD в точках М и N, а диагонали 
AC и BD в точках О иР. Докажите, что если КМ = М, 

то KO=PL. 
1.16. На сторонах AB, BC, CD и DA выпуклого четы- 

рехугольника ABCD взяты точки P, О, К и 5 так, что 

ВР: AB=CR:CD=a и А5: Ар=ВО:ВС=В. Докажите, что 
отрезки РК и QS делятся точкой их пересечения в отношениях 
В: (1-В) и а: (1—ч). 

$ 2. Отношение сторон подобных треугольников 

1.17. а) В треугольнике АВС проведена биссектриса BD 
внутреннего или внешнего угла. Докажите, что AD: DC= 
= AB: ВС. 

6) Докажите, что центр О вписанной окружности треуголь- 
‘ника АВС делит биссектрису AA, в отношении АО:ОА, = 
=(b+c):a, где а, Ь, c— длины сторон треугольника. 

1.18. Длины двух сторон треугольника равны а, а длина 
третьей стороны равна 6. Вычислите радиус его описанной 
окружности. 
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1.19. Прямая, проходящая через вершину A квадрата 
ABCD, пересекает сторону CD в точке Е и прямую ВС 
в точке Е. Докажите, что 

1 11 

АЕ? АЕ? AB?’ 

1.20. На высотах ВВ, и СС, тоеугольника АВС взяты 
точки В, и С, так, что / АВ. С= АС, В=90°. Докажите, 
что АВ, =АС.. 

1.21. В трапецию ABCD (BC || AD) вписана окружность, 
касающаяся боковых сторон АВ и СР в точках К и L соот- 
ветственно, а оснований AD и ВС в точках М uN. 

а) Пусть Ор— точка пересечения отрезков ВМ и АМ. 
Докажите, что КО || AD. 

6) Докажите, что AK: KB=CL-LD. 
1.22. Ha стороны BC и CD параллелограмма ABCD (или 

на их продолжение) опущены перпендикуляры АМ и АМ, 
Докажите, что AMANco ААВС. 

1.23. Прямая / пересекает стороны АВ и AD параллело- 
грамма ABCD в точках Е и Е соответственно. Пусть 
С — точка пересечения прямой { с диагональю АС. Докажите, 

АЕ АЕ АС’ 
1.24. Пусть АС — большая из диагоналей параллелограм- 

ма ABCD. Из точки С на продолжения сторон АВ и AD 
опущены перпендикуляры CE и CF соответственно. Докажите, 
что АВ. АЕ+АР.АЕ=АС”. 

1.25. Углы треугольника ABC связаны соотношением 
За+2В=180°. Докажите, что a*+bc=c’. 

1.26. Концы отрезков АВ и CD перемещаются по сторонам 
данного угла, причем прямые АВ и СР перемещаются 
параллельно; М — точка пересечения отрезков АВ и CD. 

АМ.ВМ . 
Докажите, что величина остается Постояннои. 

CM-DM 
1.27. Через произвольную точку Р стороны АС треуголь- 

ника АВС параллельно его медианам АК и СЁ проведены 
прямые, пересекающие стороны BC и АВ в точках Е и Е соот- 
ветственно. Докажите, что медианы АК и CL делят отрезок 

ЕЕ на три равные части. 
1.28. На биссектрисе угла с вершиной С взята точка Р. 

Прямая, проходящая через точку Р, высекает на сторонах 
7 11 

угла отрезки длиной аи 6. Докажите, что величина ats He 
а 

зависит от выбора этой прямой. 
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1.29. Hz стороне ВС равностороннего треугольника ABC 
как на диаметре внешним образом построена полуокружность, 
на которой взяты точки К и Г, делящие полуокружность 
на три равные дуги. Докажите, что прямые АК и АГ делят 
отрезок ВС на равные части. 

1.30. Точка О — центр вписанной окру- Я 
жности треугольника АВС. На сторонах 
АС и ВС выбраны точки М и К соот- 
ветственно Tak, что BK:AB=BO?’ 
и АМ-АВ=АО?. Докажите, что точки 
М, О и К лежат на одной прямой. 

1.31. На отрезке MN построены по- 
добные, одинаково ориентированные тре- 
угольники АММ, NBM и ММС (рис. 1). 
Докажите, что треугольник АВС подобен 
всем этим треугольникам, а центр его 
описанной окружности равноудален от 
точек М и №. 

1.32. Отрезок BE разбивает треуголь- 
ник АВС на два подобных треугольника, Рис. | 

причем коэффициент подобия равен J3. Найдите углы 
треугольника АВС. 

$ 3. Отношение площадей подобных треугольников 

1.33. На стороне АС треугольника АВС взята точка ЁЕ. 
Через точку Е проведены прямая DE параллельно стороне 
ВС и прямая EF параллельно стороне АВ (р и Е— точки 
соответственно на этих — сторонах). Докажите, что 

ЭВОЕЕ = 2 ^/ Save’ ЭЕЕС. 

1.34. На боковых сторонах АВ и CD трапеции ABCD 
взяты точки М и № так, что отрезок ММ параллелен 
основаниям и делит площадь трапеции пополам. Найдите 
длину ММ, если ВС=а и AD=b. 

1.35. Через некоторую точку О, взятую внутри треугольни- 
ка АВС, проведены три прямые, параллельные его сторонам. 
Эти прямые разбивают треугольник на шесть частей, три из 
которых — треугольники с площадями S,, S, и 9.. Докажи- 

те, что площадь треугольника АВС равна (JS, +./S, +./5з )?. 
1.36. Докажите, что площадь треугольника, стороны ко- 

торого равны медианам треугольника площади S, равна 35 /4. 
1.37. а) Докажите, что площадь четырехугольника, об- 

разованного серединами сторон выпуклого четырехугольника 
ABCD, равна половине площади ABCD. 
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6) Докажите, что ‘если диагонали выпуклого четырехуголь- 
ника равны, то его площадь равна произведению длин 
отрезков, соединяющих середины противоположных сторон. 

1.38. Точка О, лежащая внутри выпуклого четырехуголь- 
ника площади S, отражается симметрично относительно 
середин его сторон. Найдите площадь четырехугольника 
с вершинами в полученных точках. 

$ 4. Вспомогательные равные треугольники 

1.39. Катет ВС прямоугольного треугольника АВС с пря- 
мым углом С разделен точками Р и Е на три равные 
части. Докажите, что если BC=3AC, то сумма углов AEC, 

ADC и АВС равна 90°. 
1.40. Точка К — середина стороны АВ квадрата ABCD, 

а точка [, делит диагональ АС в отношении AL: [С =3:1. 
Докажите, что угол KLD прямой. 

1.41. Через вершину A квадрата ABCD проведены прямые 
[ и [,, пересекающие его стороны. Из точек В и D опущены 
перпендикуляры BB,, BB,, DD, и DD, на эти прямые. 
Докажите, что отрезки ВВ, и D,D, равны и перпен- 
дикулярны. 

1.42. На катетах СА и СВ равнобедренного прямоуголь- 
ного треугольника АВС выбраны точки Р и E так, что 
CD=CE. Продолжения перпендикуляров, опущенных из точек 
Du С на прямую AEF, пересекают гипотенузу АВ в точках 
К и Г. Докажите, что KL=LB. 

1.43. На сторонах AB, BC, CD и DA вписанного четы- 

рехугольника ABCD, длины которых равны a, ВБ, си ad, 
внешним образом построены прямоугольники размером ах с, 
bxd, сха и dxb. Докажите, что их центры являются 

вершинами прямоугольника. 
1.44. Шестиугольник ABCDEF вписан в окружность радиу- 

са К с центром О, причем AB=CD=EF=R. Докажите, что 

точки попарного пересечения описанных окружностей тре- 
угольников BOC, DOE u FOA, отличные от точки О, являются 

вершинами правильного треугольника со стороной К. 

* жж 

1.45. На сторонах ВС и СР параллелограмма ABCD 
построены внешним образом правильные треугольники ВСК 
и DCL. Докажите, что треугольник AKL правильный. 

1.46. На сторонах параллелограмма внешним образом 
построены квадраты. Докажите, что их центры образуют 
квадрат. 
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1.47. Ha сторонах произвольного треугольника ABC внеш- 
ним образсм построены равнобедренные треугольники с у!- 
лами 20, 28 и 2у при вершинах A’, В’ и С’, причем 
«+ В+ у = 180°. Докажите, что углы треугольника А’В’С’ 
равны ao, Ви у. 

1.48. На сторонах треугольника АВС как на основаниях 
построены подобные равнобедренные треугольники AB,C 
и АСВ внешним образом и BA,C внутренним образом. 
Докажите, что АВ, А, С, — параллелограмм. 

1.49. а) На сторонах АВ и АС треугольника АВС внешним 
образом построены прямоугольные треугольники АВС, 
и АВ, С, причем [С =0В, =90°, ДАВС, = С АСВ, =Фф; M— 

середина ВС. Докажите, что МВ, =МС, и 1В.МС, =729. 
6) На сторонах треугольника АВС внешним образом 

построены правильные треугольники. Докажите, что их 
центры образуют правильный треугольник, причем его центр 
совпадает с точкой пересечения медиан треугольника АВС. 

1.50. На неравных сторонах АВ и АС треугольника АВС 
внешним образом построены равнобедренные треугольники 
АСВ и AB,C с углом ф при вершине. 

а) М — точка медианы АА, (или ее продолжения), рав- 
ноудаленная от точек В, и C,. Докажите, что / В, МС, =фФ. 

6) О — точка серединного перпендикуляра к отрезку ВС, 
равноудаленная от точек В, и C,. Докажите, что / В, ОС, = 
=180°—ф. 

1.51. На сторонах выпуклого четырехугольника ABCD 
внешним образом построены подобные ромбы, причем их 
острые углы © прилегают к вершинам А и С. Докажите, 
что отрезки, соединяющие центры противоположных ромбов, 
равны, а угол между ними равен а. 

$ 5. Треугольник, образованный основаниями высот 

1.52. Пусть AA, и ВВ, —высоты треугольника АВС. 
Докажите, что AA,B,Cc ААВС. Чему равен коэффициент 
подобия? 

1.53. Из вершины С остроугольного треугольника АВС 
опущена высота CH, a из точки Н опущены перпендикуляры 
НМ и НМ на стороны ВС и АС соответственно. Докажите, 

что AMNCw ААВС. 
1.54. В треугольнике АВС проведены высоты BB, и CC,. 
а) Докажите, что касательная в точке А к описанной 

окружности параллельна прямой B,C,. 

6) Докажите, что B,C, 1OA, где О— центр описанной 
окружности. 

>



1.55. На сторонах остроугольного треугольника ABC взя- 
ты точки A,, В, и С, так, что отрезки AA,, ВВ, и CC, 
пересекаются в точке Hf. Докажите, что AH:A,H= 
=BH:B,H=CH:C,H тогда и только тогда, когда H— 

точка пересечения высот треугольника АВС. 
1.56. а) Докажите, что высоты AA,, BB, и CC, остроугольно- 

го треугольника АВС делят углы треугольника А, В, С, пополам. 
6) На сторонах АВ, ВС и СА остроугольного треугольника 

АВС взяты точки C,, A, и В, соответственно. Докажите, 
что если / ВА С=1 ВАС, LA,B,C= LAB,C, и [АС В= 
=/AC,B,, то точки A,, В, и С, являются основаниями 
высот треугольника АВС. 

1.57. В остроугольном треугольнике АВС проведены вы- 
соты AA,, BB, и CC,. Докажите, что точка, симметричная 
A, относительно прямой AC, лежит на прямой B,C,. 

1.58. В остроугольном треугольнике АВС проведены вы- 
соты AA,, BB, и CC,. Докажите, что если A,B, || AB 
и B,C, || ВС, то A,C, | AC. 

1.59. Пусть р— полупериметр остроугольного треугольника 
ABC, а— полупериметр треугольника, образованного основания- 
ми его высот. Докажите, что p:q=R:r, где К и r— радиусы 
описанной и вписанной окружностей треугольника АВС. 

$ 6. Подобные фигуры 

1.60. В треугольник вписана окружность радиуса г. Ка- 
сательные к этой окружности, параллельные сторонам тре- 
угольника, отсекают от него три маленьких треугольника. 
Пусть г, г, г. — радиусы вписанных в эти треугольники 
окружностей. Докажите, что г, +7, +г, =/. 

1.61. Дан треугольник АВС. Постройте две прямые 
х и у так, чтобы для любой точки М на стороне АС 
сумма длин отрезков MX, и MY,,, проведенных из точки 
М параллельно прямым х и у до пересечения со сторонами 
АВ и ВС треугольника, равнялась 1. 

1.62. В равнобедренном треугольнике АВС из середины 
Н основания ВС опущен перпендикуляр HE на боковую 
сторону АС; О — середина отрезка HE. Докажите, что прямые 
АО и ВЕ перпендикулярны. 

1.63. Докажите, что проекции основания высоты треуголь- 
ника на стороны, ее заключающие, и на две другие высоты 
лежат на одной прямой. 

1.64. На отрезке АС взята точка В и на отрезках АВ, 
BC, СА построены полуокружности S,, S,, 5. по одну сторону 
от АС. Рр— такая точка на S3, что ВОТАС. Общая 
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касательная к S, и S, касается этих полуокружностей в точках 
Е и Е соответственно. 

а) Докажите, что прямая ЕЁ параллельна касательной 
к 5. проведенной через точку D. 

6) Докажите, что ВЕРЕ — прямоугольник. 
1.65. Из произвольной точки М окружности, описанной 

около прямоугольника ABCD, опустили перпендикуляры МО 
и МР на его две противоположные стороны и перпендикуляры 
MR и МТ на продолжения двух других сторон. Докажите, 
что прямые РК и ОТ перпендикулярны, а точка их пересечения 
принадлежит диагонали прямоугольника ABCD, 

1.66. К двум окружностям, расположенным одна вне 
другой, проведены одна внешняя и одна внутренняя касатель- 
ные. Рассмотрим две прямые, каждая из которых проходит 
через точки касания, принадлежащие одной из окружностей. 
Докажите, что точка пересечения этих прямых расположена 
на прямой, соединяющей центры окружностей. 

Задачи для самостоятельного решения 

1.67. Основание равнобедренного треугольника составляет 
четверть его периметра. Из произвольной точки основания 
проведены прямые, параллельные боковым сторонам. Во 
сколько раз периметр треугольника болыше периметра от- 
сеченного параллелограмма? 

1.68. Диагонали трапеции взаимно перпендикулярны. Дока- 
жите, что произведение длин оснований трапеции равно сумме 
произведений длин отрезков одной диагонали и длин отрезков 
другой диагонали, на которые они делятся точкой пересечения. 

1.69. Сторона квадрата равна 1. Через его центр проведена 
прямая. Вычислите сумму квадратов расстояний от четырех 
вершин квадрата до этой прямой. 

1.70. Точки A,, В, и С, симметричны центру описанной 
окружности треугольника АВС относительно его сторон. 
Докажите, что AABC=AA,B,C,. 

1.71. Докажите, что если / ВАС=2 / АВС, то ВС*=(АС+ 
+ AB): AC. | 

1.72. На прямой / даны точки A, В, Си D. Через точки 
А и В, а также через точки С и D проводятся параллельные 
прямые. Докажите, что диагонали полученных таким образом 
параллелограммов (или их продолжения) пересекают прямую 
/ в двух фиксированных точках. 

1.73. В треугольнике АВС проведены биссектриса AD 
и средняя линия A,C,. Прямые AD и A,C, пересекаются 
в точке К. Докажите, что 2A,K=| b—c|. 
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1.74. Ha сторонах AD и CD параллелограмма ABCD 
взяты точки М и М так, что MN|| AC. Докажите, что 

Spm = ЭСВМ. 

1.75. На диагонали АС параллелограмма ABCD взяты 
точки Ри О так, что AP=CQ. Точка М такова, что РМ || AD 
и ОМ || АВ. Докажите, что точка М лежит на диагонали BD. 

1.76. Продолжения боковых сторон трапеции с основани- 
ями АД и ВС пересекаются в точке О. Концы отрезка ЕЁ, 
параллельного основаниям и проходящего через точку пе- 
ресечения диагоналей, лежат соответственно на сторонах АВ 
и CD. Докажите, что AE: СЕ= АО: СО. 

1.77. Три прямые, параллельные сторонам данного тре- 
угольника, отсекают от него три треугольника, причем 
остается равносторонний шестиугольник. Найдите длину сто- 
роны шестиугольника, если длины сторон треугольника равны 
а рис. 

1.78. Три прямые, параллельные сторонам треугольника, 
пересекаются в одной точке, причем стороны треугольника 
высекают на этих прямых отрезки длиной х. Найдите х, 
если длины сторон треугольника равны a, Db и с. 

1.79. Точка Р лежит внутри треугольника АВС, причем 
LABP=7 ACP. На прямых АВ и АС взяты такие точки 
С, и В,, что BC,:CB,=CP:BP. Докажите, что одна из 
диагоналей параллелограмма, две стороны которого лежат 
на прямых ВР и СР, а две другие стороны (или их 

продолжение) проходят через В, и C,, параллельна ВС. 

Решения 

1.1. a) Пусть Ри О — середины сторон АВ и CD, Ки Г — точки 

пересечения прямой РО с диагоналями АС и BD. Тогда PL=a/2 

и PK=b/2, поэтому KL=PL—PK=(a—b)/2. 
6) Возьмем на стороне AD точку F так, что ВЕ| CD. Пусть 

Е— точка пересечения отрезков ММ и ВЕ. Torna MN=ME+ 

ЧАР, q(a—b)+(p+q)b gat+pb 

p+q pt+q pt+q 
1.2. Пусть К, Е, М и М — середины сторон AB, ВС, CD и DA 

соответственно четырехугольника ABCD. Тогда KL=MN=AC/2 и от- 

резок KL параллелен ММ, т.е. KLMN—napannenorpamm. Теперь 

ясно, что КЁЕММ— прямоугольник, если диагонали АС и BD 

перпендикулярны; ромб, если АС= ВО; квадрат, если диагонали АС 

и BD равны по длине и перпендикулярны. 

1.3. Обозначим точку пересечения отрезков AA, и ВВ, через 

О. Проведем в треугольнике ВВС отрезок А, А, || ВВ,. Тогда 



B,C/{B,A,=1+p, поэтому АО:ОА,=АВ,: В, А, =В,С:4В. А, = 

=(1+p):¢. 
1.4. Пусть А, —середина отрезка A,B. Тогда CA,:A,A,=CP: PC, 

и A,A,:A,B=1:2, поэтому CA,:A,B=CP:2PC,. Аналогично 

CB,:B,A=CP:2PC,=CA,:A,B. 

1.5. Точка Р лежит Ha медиане QM треугольника AQD (или 

на ее продолжении). Легко проверить, что решение задачи 1.4 

остается верным и в случае, когда точка Р лежит на продолжении 

медианы. Следовательно, BC || AD. 

1.6. Так как AAQPC ACQB, то AQ: QC=AP: BC=1:n. Поэтому 

АС=АО+ОС=(п+1) AQ. 
1.7. Центр параллелограмма A,8,C,D, как середина отрезка 

B,D, принадлежит отрезку, соединяющему середины сторон AB 

и CD. Аналогично он принадлежит отрезку, соединяющему середины 

сторон ВС и AD. Точка пересечения этих отрезков — центр парал- 

лелограмма ABCD. 

1.8. Ясно, что АК: КМ = ВК: КО =ГК: АК, т.е. АК?=ГК-КМ. 

1.9. Пусть АС — диаметр окружности, описанной около четырех- 

угольника ABCD. Опустим перпендикуляры AA, и CC, на BD 

(рис. 2). Нужно доказать, что BA,=DC,. Опустим перпендикуляр 

ОР из центра О описанной окружности Ha BD. Ясно, что Р — середина 

отрезка BD. Прямые AA,, OP, CC, параллельны и АО=ОС, поэтому 

A,P=PC,. Так как Р— середина BD, то BA,=DC,. 

1.10. Так как BO=PD, то BO:OD=DP:PB=k. Пусть ВС=1. 

Тогда AD=k и ED=1/k. Поэтому kK=AD=AE+4+ ED=14+(1/k), т.е. 
k?=1+k. Остается замстить, что К?=АР? и 1+А=ВС?+ ВС: АБ. 

1.11. Пусть С, D, Е, Е середины сторон AO, OB, ВМ, МА соот- 

ветствснно четырехугольника АОВМ. Поскольку AB=MO=R, где 

К — радиус данной окружности, то согласно задаче 1.2. СРЕЕ— ромб. 

Поэтому CEL DF. 

1.12. а) Если прямыс, на которых лежат данные точки, параллель- 

ны, то утвержденис задачи очевидно. Будем считать, что эти прямые 

пересскаются в точке О. Тогда ОА:ОВ=ОВ,:ОА, и ОС:ОА= 
=OA,:OC,, поэтому ОС: ОВ=ОВ, : OC,, а значит, BC, || CB, (отношс- 

ния отрезков следует считать ориентированными; см. с. 111). 

6) Пусть р и Е— точки пересечения прямых AB, и CA,, CB, 

и AC, Тогда CA,:A,D=CB:BA=EC,:C,A. А так kak 

АСВ, Ро АЕВ, А, точки A,, В, и С, лежат на одной прямой. 

1.13. Точка, лежащая на биссектрисе угла, равноудалена от его 

сторон. Пусть а— расстояние от точки A, до прямых АС и AB, 

р — расстояние от точки В, до прямых АВ и ВС. Пусть, далее, 

A,M:B,M=p:q, причем р+49=1. Тогда расстояния от точки М до 

прямых АС и ВС равны да и pb соответственно. С другой стороны, 

согласно задаче 1.1, 6) расстояние от точки М до прямой АВ равно 

qa + pb. 7 
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1.14. Пусть прямая, проходящая через центр О данного прямо- 

угольника параллельно ВС, пересекает отрезок ОМ в точке К (рис. 3). 

Так как MO|| PC, то ОМ:МР=ОО:ОС, а так как КО || BC, то 

ОО: ОС=ОК: КМ. Следовательно, ОМ: МР=ОК: КМ, т.е. КМ || NP. 

Поэтому 4 ММР= 4 КМО= ДОММ. 

1.15. Проведем через точку М прямую EF, параллельную CD 

(точки Еи F лежат на прямых ВС и AD). Тогда РГ:РК = ВЕ: KD 

и OK:OL=KA:CL=KA:KF=BL:EL. Так как КО=ЕГ, то 

PL: PK=OK:OL, а значит, РГ = ОК. 

1.16. Рассмотрим параллелограмм ABCD,. Можно считать, что 

точки ри D, не совпадают (иначе утверждение задачи очевидно). 

Возьмем на сторонах AD, и CD, точки 5, и R, так, что SS, || DD, 

и RR, || DD,. Пусть М— точка пересечения отрезков PR, и QS; 

№ и М, —точки пересечения прямой, проходящей через N парал- 

лельно DD,, с отрезками PR и QS соответственно. Тогда N,N= 
—> — — — —> 

=В КА, =чВОД, и N,N=aSS,=a8 DD,. Поэтому М, = М, — точка 

пересечения отрезков PR ий QS. Ясно, что PN,:PR=PN:PR,=8 

и ОМ, : О5=а. 

Замечание. В случае х=В есть более простое решение. Так 

как BP:BA=BQ:BC=a, то PQ||AC и РО:АС=а. Аналогично 

RS || АС и RS: АС=|-ча. Поэтому отрезки РК и QS делятся точкой 

их пересечения в отношении а: (1 —«). 
1.17. а) Опустим из вершин А и С перпендикуляры АК и CL на 

прямую ВО. Так как / СВ. =ДАВК и / СБТ. = / КБА, то АВЕС 

CO ABKA и АСЕОс> AAKD. Поэтому AD: DC=AK:CL=AB: ВС. 

6) Учитывая, что BA,:A,C=BA:AC и BA,+A,C=BC, получаем 

ВА, =ac/(b+c). Так как ВО -— биссектриса треугольника ABA,, To 
АО:ОА,=АВ: ВА, =(b+c):a. 
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1.18. Пусть О— центр описанной окружности равнобедренного 

треугольника АВС, В, середина основания АС, А, — середина 

боковой стороны BC. Tak как ДВОА, > ABCB,, то 

BO:BA,=BC:BB,, а значит, R= BO=a’/,/4a*—b?. 
1.19. Если 1 EAD= 9, TO AE=AD/cos@=AB/coso 

1 (cos*@+sin?9) 1 
—+—— = =—, 
AE* AF? AB? AB? 

1.20. Легко проверить, что ABZ=AB,:AC=AC,:AB=AC3. 
1.21. а) Так как ВО:ОМ=ВМ: АМ=ВК: АК, то КО || АМ. 

6) Пусть О-о центр вписанной окружности. Так как £CBA+ 

+1 ВАО = 180°, то £ АВО+ 1 ВАО =90°. Поэтому AAKOw А ОКВ, 

т.е. АК: КО=ОК: КВ. Следовательно, АК.КВ=КО?=В?, где R— 

радиус вписанной окружности. Аналогично СЁ.[р=Е?. 

1.22. Если угол АВС тупой (соответственно острый), то угол 

МАМ тоже тупой (соответственно острый). Кроме того, стороны 

этих углов взаимно перпендикулярны. Поэтому / АВС= / МАМ. 

Прямоугольные треугольники ABM и ADN имеют равные углы 

АВМ и ADN, поэтому АМ: АМ= АВ: Ар= АВ: СВ, т. е. 

ДАВС <> А МАМ. 

1.23. Возьмем на диагонали АС такие точки D’ u В’, что 

ВВ’|Ги DD'| 1. Тогда АВ: АЕ=АВ’: АС и АБ: АЕ= АР’: АС. Так 

как стороны треугольников АВВ’ и CDD' попарно параллельны 

и AB=CD,; эти треугольники равны и АВ’=СО’. Поэтому 

и AF=AB/sing. Поэтому 

АВ, AD _AB’ АР’ _СР'+АР’_АС 

AE АЕ AG AG АС АС 

1.24. Опустим из вершины В перпендикуляр ВС на АС (рис. 4.). 

Из подобия треугольников АВС и ACE получаем АС: АС = АЕ: АВ. 

Прямые AF и СВ параллельны, поэтому углы ССВ и CAF равны 

и прямоугольные треугольники СВС и АСЕ подобны. Из подобия 

этих треугольников получаем АС:СС=АР: BC. Складывая получен- 

ные равенства, находим АС`(АС+СС)=АЕ: АВ+АР: ВС. Так как 
АС+СС = АС, получаем требуемое равенство. 

1.25. Так как a+B=90°—(a/2), то y=180°—a—B=90°+(a/2). По- 
этому на стороне АВ можно выбрать точку БР так, что 

1 АСР =90° —(a/2), т.е. AC=AD. Тогда ААВСс<> А СВР, а значит, 
ВС:Вр=АВ: СВ, т.е. а*=с(с-Ь5). 

1.26. При перемещении отрезков АВ и СР треугольник АМС 

заменится на другой треугольник, подобный исходному. Поэтому 

величина АМ/СМ остается постоянной. Аналогично величина 

ВМ/ЬМ остается постоянной. 

1.27. Обозначим точку пересечения медиан через О, точки 

пересечения медианы АК с прямыми FP и ЕЕ— через О и М, 

точки пересечения медианы СЁ с прямыми ЕР и ЕЕ— через 
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Puc. 4 Рис. 5 

К и М соответственно (рис. 5). Ясно, что ЕМ:ЕЕ= ЕО: 

: ЕР=ГО: ГС =1:3, т.е. FM=FE/3. Аналогично EN=FE/3. 

1.28. Пусть А и Вр— точки пересечения данной прямой со 

сторонами угла. Возьмем на отрезках АС и ВС точки К и L так, 

что PK || ВСи РГ | АС. Так как AAKPo APLB, то АК: KP=PL: LB, 

| 
‚ ге р=РК=РГ. Следовательно, atB OD 

р 
1.29. Обозначим середину стороны ВС через О, а точки пересече- 

ния АК и AL со стороной ВС — через Р и О. Можно считать, 

что ВР< ВО. Треугольник ГСО равносторонний и ГС | АВ. Поэтому 

AABQW АГСО, т.е. BQ:QC=AB:LC=2:1. Следовательно, 

BC=BQ+QC=3QC. Аналогично BC=3 BP. 

1.30. Так как BK:BO=BO:AB и 4 КВО = / АВО, то 

АКОВс> AOAB. Поэтому /КОВ= / ОАВ. Аналогичн0о LAOM= 

= / ABO. Следовательно, . / KOM=/1KOB+4BOA+ [ АОМ = 

=1ОАВ-+ 1 BOA+ 1 АВО = 180°, т.е. точки К, О и М лежат на 

одной прямой. 

1.31. Так как ДАММ= ММС и LBMN=LMNA,_ то 

{1 АМВ= 4 АМС. Кроме того, АМ: АМ= МВ: ММ = ВМ: СМ. Поэтому 

АДАМВс> АДАМС, а значит, 1 МАВ= / МАС. Следовательно, 

1 ВАС = / МАМ. Для других углов доказательство аналогично. 

Пусть точки В, и С, симметричны В и С относительно се- 

‘рединного перпендикуляра к отрезку MN. Так как АМ: МВ= ММ: ВМ = 

= МС: МС, то MA:MC,=AM:-NC=NB:MC=MB,: МС. Следователь- 

но, точка А лежит на окружности, описанной вокруг трапеции ВВ, СС.. 

1.32. Так как / АЕВ-+ 1 BEC=180°, то эти углы не могут быть 

разными углами подобных треугольников ABE и ВЕС, т.е. они 

равны ‘и ВЕ — перпендикуляр. 

Возможны два варианта: / АВЕ= 1 СВЕ или /£ АВЕ= / BCE. 

Первый вариант отпадает, так как в этом случае AABE= А СВЕ. 

Остается второй вариант. В этом случае / АВС= 1 АВЕ+ L СВЕ= 
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= / ABE+ 4 BAE=90°. В прямоугольном треугольнике АВС катеты 

относятся, как 1:./3, поэтому его углы равны 90°, 60°, 30°. 

1.33. Ssper/2Sane= 5врЕ/ 5 лрЕ = ОВ [АБ = EF [AD=./Serc/Sape- 

Поэтому Ssper =2 J Save * Serc. 

1.34. Пусть MN=x; Е— точка пересечения прямых АВ и CD. 

Треугольники ЕВС, EMN и EAD подобны, поэтому 

бевс : Seun: Seap=@7:X7:b7. Так как $еми- Зевс = $мвск = 5мльн= 

=Seap—Semn, TO x?—a*=b?—x?, Т.е. х?=(а?+Ь?)/2. 
1.35. Проведем через точку О, взятую внутри треугольника ABC, 

прямые DE, FG и Ш параллельно BC, СА и АВ соответственно 

так, чтобы точки Ри Н лежали на стороне BC, точки Е и Г на 

стороне АС, точки D и Ср— на стороне АВ (рис. 6). Введем 

обозначения: 5=5лвс, 5: =96ср0, 92=51Ео, S3=Surg. Тогда 

[4 Sy_GQ JE FQ _AI+IE+EC | 
SAC 'AC'AC. AC 

т.е S=(J/S,+/S,+/S3)? 
1.36. Пусть . ЛЯ —точка пересечения медиан треугольника АВС; 

точка A, симметрична М относительно середины отрезка BC. Длины 

сторон треугольника CMA, относятся к медианам треугольника 

АВС, как 2:3. Поэтому искомая площадь равна 95см A, /4. Ясно, 

что Soy, =5/3 (см. решение задачи 4.1). 

1.37. Пусть Е, F,G и Н—середины сторон АВ, BC, CD и DA. 

Sasp  Эсвр _ Sascp 

44° 
Sanco Поэтому Seren =Sapep 48СР — Ase? _ ЗАвср 

4 4 2 

6) Так как AC=BD, to EFGH—pom6 (задача 1.2). Согласно 

задаче а) бавсь=25Ексн= EG: FH. | 

1.38. Пусть Е, F,G и Н-— середины сторон четырехугольника 

ABCD; точки E,, Е, С, и Н, симметричны точке О относительно 

этих точек. Так как ЕЕР— средняя линия треугольника E,OF,, то 

Е, ОЕ, = 4Sror. Аналогично S, OG, =4Sroc, So, OH, =4Scon 

и Sy, оЕ = 4Suoe. Поэтому Е, F,G,H, = 4S cron. Согласно задаче 1.37, а) 

бавсь= 5 ЕЕСН. Поэтому Е, F,G,H, =2S4scp= 28. 

a) Ясно, что 5ден + ЭсЕб = . Аналогично Sper t+ 

+ Soon = 

1.39. Первое решение. Рассмотрим квадрат ВСММ и разделим 

его сторону MN точками Р и О на три равные части (рис. 7). 

Тогда AABC=APDQ и AACD= АРМА. Поэтому треугольник РАБ. 

равнобедренный прямоугольный и LABC+ LADC= 1 РРО+ 

+ 4 ADC =45°. 

Второе решение. Так как DE=1, EA=,/2, EB=2, AD=,/5 

и BA=./10, то DE:AE=EA:EB=AD:BA и ADEA AAEB. 
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Следовательно, / АВС= / EAD. Кроме toro, / AEC= 1 САЕ=45°. 

Поэтому / АВС+ L АРС+ L АЕС=(1 EAD+ LCAE)+ £ ADC= £ CAD+ 
+4 ADC=90°. 

1.40. Опустим из точки Г перпендикуляры LM на АВ и LN 

на АР. Тогда КМ = МВ= № и KL=LB=DL, поэтому прямоугольные 

треугольники KML и БМГ равны. Следовательно, LDLK= 

= 4 МЁМ =90°. 

1.41. Так ках D,A=B,B, AD,=BB, и LD,AD,=L8B,BB,, то’ 

Ар, АБ, =АВ, ВВ,. Стороны AD, и ВВ, (а также AD, и ВВ.) 
этих треугольников перпендикулярны, поэтому 8B, B, 1 D,D,. 

1.42. На продолжении отрезка АС за точку С возьмем точку М так, 

что СМ =СЕ (рис. 8). Тогда треугольник ACE при повороте с центром 

С на 90° переходит в треугольник ВСМ. Поэтому прямая МВ 

перпендикулярна прямой AL, а значит, параллельна прямой CL. Так 

как MC=CE=DC и прямые DK, CL и МВ параллельны, то КЁ =ЁВ. 

1.43. Пусть на сторонах АВ и ВС построены прямоугольники 

АВС О, и A,BCD,; Р, О, Ки 5—центры прямоугольников, постро- 

енных на сторонах АВ, BC, CD и DA. Так как 4 АВС+ L АРС= 180°, 

то ЛАРС= AA,BC,, а значит, ARDS= АРВО и RS=PQ. Аналогич- 

но ОК=Р5. Следовательно, РОК5 — параллелограмм, причем один 

из треугольников RDS и РВО построен на его сторонах внешним 

образом, а другой внутренним; аналогичное утверждение справедливо 

и для треугольников ОСК и SAP. Поэтому / РОК+ 4 RSP= 1 ВОС+ 

+1 DSA=180°, так как LPQB=LZRSD и 1/1 КОС= 1 Р5$А. Следо- 

вательно, РОК$ — прямоугольник. 

1.44. Пусть К, Г, М — точки пересечения описанных окружностей 

треугольников FOA и ВОС, ВОС и DOE, DOE и FOA; 2a, 28 

и 2у— углы при вершинах равнобедренных треугольников ВОС, 

DOE и FOA (рис. 9). Точка К лежит на дуге ОВ описанной 

окружности равнобедренного треугольника ВОС, поэтому 

LOKB=90°+a. Аналогично / ОКА=90°+у. Так как «+В+у=90°, 
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то £ AKB=90°+ 8. Внутри правильного треугольника АОВ существует 

единственная точка К, из которой его стороны видны под данными 

углами. Аналогичные рассуждения для точки L, лежащей внутри 

треугольника COD, показывают, что AOKB= АСГО. Докажем теперь, 

что АКОГ= AOKB. В самом деле, / COL= [ КВО, поэтому £4 KOB+ 

+2 СОГ=180°— LOKB=90°-—a, а значит, 4 KOL=20+(90°-a)= 
=90°+a= 2 ОКВ. Следовательно, КГ, =ОВ= К. Аналогично [ГМ = МК = В. 

1.45. Пусть / А=а. Легко проверить, что оба угла KCL и ADL: 

равны 240°—a@ (или 120°+a). А так как KC=BC=AD и CL=DL, 

то AKCL=AADL, а значит, АГ= АГ. Аналогично КГ. = АК. 

1.46. Пусть Р, О и К центры квадратов, построенных на 

сторонах DA, АВ и ВС параллелограмма с острым углом @ при 

вершине A. Легко проверить, что / PAQ=90°+a= 1 ВВО, а значит, 

АРАО= АВВО. Стороны АО и ВО этих треугольников перпен- 

дикулярны, поэтому РО- ОК. 

1.47. Заметим сначала, что сумма углов при вершинах A, Ви С ше- 

стиугольника АВ’СА'ВС’ равна 360°, так 

как по условию сумма его углов при 

остальных вершинах равна 360°. Построим 

на стороне АС’ внешним образом тре- 

угольник АС’Р, равный  треугольнику 

ВС’А’ (рис. 10). Тогда AAB’P=ACB’A’, так 

как АВ’=СВ’, AP=CA’' и / РАВ’ =360° — 

— £4 PAC'— 1 С’АВ’ = 360° —- / А’ВС’-— 

— 1 C'AB'= 7 A'CB’. Следовательно, 

AC'B'A'=AC'B’P, а значит, 224 А’В’С’= 

= / РВ’А’= / АВ’С, так как /РВ’А= 

=/ А’В’С. 

1.48. Так как BA:BC=BC,:BA, и 
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L ABC=LC,BA,, то AABCCOAC,BA,. Аналогично AABCWAB,A,C. 

А так как BA,=A,C, то AC,BA,=AB,A,C. Следовательно, 
АС =СВ=В А, и АВ, =B,C=C,A,. Ясно также, что четырехуголь- 

ник AB,A,C, выпуклый. 

1.49. а) Пусть Р и О середины сторон АВ и АС. Тогда 

MP=AC/2=QB,, MQ=AB/2=PC, и LC,PM=LC,PB+4BPM= 

=/B,Q0C+LCQOM=LZB,QM. Следовательно AMQB,=AC,PM, 

a значит, MC,=MB,. Кроме toro, £ PMC,+4QMB,=LQB,M+ 

+ Д ОМВ, =180° — 14 МОВ,, а _MQB,=LA+LCQB,=24A+(180°— 

—2ф). Следовательно, / ВМС, = РМО+2‹ф- 1 А=2Ф. (Случай, 

когда / С,РВ+ 4 ВРМ > 180°, разбирается аналогично.) 

6) Возьмем на сторонах АВ и АС такие точки В’ и С’, что 

АВ’: АВ=АС’: АС=2:3. Середина М отрезка В’С’ совпадает с 

точкой пересечения медиан треугольника АВС. Построим на 

сторонах АВ’ и АС’ внешним образом прямоугольные треуголь- 

ники АВ’С, и AB,C’ с углом ф=60°. Тогда В, и С, —центры 

правильных треугольников, построенных на сторонах АВ и АС; 

с другой стороны, согласно задаче а) МВ, =МС, 

и 1 ВМС, =120°. 

Замечание. Утверждения задач а) и 6) остаются верными 

и для треугольников, построенных внутренним образом. 

1.50. а) Пусть В’—точка пересечения прямой АС и перпен- 

дикуляра к прямой AB,, восставленного из точки B,; точка С’ 

определяется аналогично. Tak как АВ’: АС’=АС,: АВ, =АВ: АС, то 

В’С’| ВС. Если М — середина отрезка В’С’, то, как следует из задачи 

1.49, № С, = МВ, (т. е. N=M) и LB,NC,=224 АВ’В, = 

= 180°—2/ CAB, =ф. | 

6) Построим на стороне ВС внешним образом равнобедренный 

треугольник BA,C с углом 360°—2ф при вершине А, (если ф<90°, 

строим внутренним образом треугольник с углом 2). Tak как 
сумма углов при вершинах трех построенных равнобедренных 

треугольников равна 360°, треугольник A,B,C, имеет углы 180°—ф, 

Ф/2 и $/2 (см. задачу 1.47). В частности, этот треугольник 

равнобедренный, а значит, А, =О. 

1.51. Пусть O,, O,, О; и О. центры ромбов, построенных Ha 

сторонах AB, BC, CD и DA; М — середина диагонали АС. Тогда 

МО =МО, и [О,МО,=а (см. задачу 1.49). Аналогично МО, =МО. 

и 1 О.,МО. =“. Следовательно, при повороте на угол & относительно 

точки М треугольник O,MO, переходит в О.МО.. 

1.52. Так как A,C=AC|cosC|, B,C=BC|cosC| и угол С у тре- 

угольников АВС и A,B,C общий, то эти треугольники подобны, 

причем коэффициент подобия равен |cosC|. 

1.53. Так как точки М и М№ лежат на окружности с диаметром 

CH, то 2 СММ= / СНМ, a так как ACLHN, то LCHN=LA. 

Аналогично / СММ = / В. 
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_ 1.54. а) Пусть /— касательная в точке A к описанной окружности. 
Тогда / (1, АВ)= 1 (АС, СВ)= 1 (C,B,, AC,), а значит, [| B,C,. 

6) Так как ОА1Ги 1||B,C,, то OALB,C,. 

1.55. Если AA,, BB, и СС, — высоты, то прямоугольные треуголь- 

ники ААС и BB,C имеют равные углы при вершине С, поэтому 

они подобны. Следовательно, AA, BH АВ, АН, а значит, AH: A,H= 

= BH-B,H. Аналогично BH: B,H=CH:C,H. 

Если AH-A,H=BH:-B,H=CH:-C,H, то AA,BHWAB,AH, a зна- 

чит, 1 BA,H=24AB,H=9. Поэтому £4 CA,H= 1 CB,H=180°— @. Ана- 

логично 4 AC,H=24CA,H=180°-— 9 un LAC,H=Z AB,H= 9, поэтому 

ф=90°, т.е. AA,, ВВ, и CC, — высоты. 

1.56. а) Согласно задаче 1.52 1 С,А,В= 1 СА, В, =[А. Так как 

АА, 1ВС, то £C,A,A=2L8,A,A. Аналогично доказывается, что 

лучи B,B и С, С— биссектрисы углов A,B,C, и А.С. В.. 

6) Прямые АВ, ВС и СА являются биссектрисами внешних углов 

треугольника A,B,C,, поэтому А,А — биссектриса угла B,A,C,, 

а значит, AA, | ВС. Для прямых BB, и СС, доказательство аналогично. 

1.57. Из результата задачи 1.56, а) следует, что прямая В.А, 

при симметрии относительно прямой АС переходит в прямую В.С.. 

1.58. Согласно задаче 1.52 / ВА, С= 1 ВАС. Так как A,B, || АВ, 

то £ В, А,С= 1 АВС. Поэтому 1 ВАС= 1 АВС. Аналогично из того, 

что B,C, || ВС, следует равенство / АВС = / BCA. Поэтому треуголь- 

ник АВС равносторонний и A,C, || АС. 

1.59. Пусть О — центр описанной окружности треугольника АВС. 

Так как ОА B,C, (см. задачу 1.54,6), то Saoc, + лов, =К` В: С/2. 

Аналогичные рассуждения для вершин В и С показывают, что 

Sasc=qR. С другой стороны, Sygc=pr. 

1.60. Периметр треугольника, отсекаемого прямой, параллельной 

стороне ВС, равен сумме расстояний от точки А до точек касания 

вписанной окружности со сторонами АВ и АС, поэтому сумма 

периметров маленьких треугольников равна периметру треугольника 

ABC:P,+P,+P,;=P. Из подобия треугольников следует, что 

r,/r=P,/P. Складывая эти равенства, получаем требуемое. 

1.61. Пусть М=А. Тогда X,=A, поэтому AY,=1. Аналогично 

СХ. =1. Докажем, что y=AY, и х=СХс — искомые прямые. Возьмем 

на стороне ВС точку D так, что АВ| MD (рис. 11). Пусть Е — точка 

пересечения прямых CX, и MD. Тогда Хм М+УмМ=ХеЕ+ Ум М. 

Так как ААВСс>АМОС, то CE=Y,,M. Поэтому X,,M+ 

+ Ум М=ХсЕ+СЕ=ХсС=1. 

1.62. Пусть Р — середина отрезка ВН. Так как ABHAcoAHEA, 

то Ар: АО=АВ: АН и Ll РАН= LOAE. Следовательно, 

Ll РАО = 1 ВАН, а значит, ADAOCOABAH и / РОА= 1 ВАН=90°. 

1.63. Пусть AA,, BB, и СС, — высоты треугольника АВС. 

Опустим. из точки В, перпендикуляры B,K и B,N на стороны AB 

и ВС и перпендикуляры B,L и B,M на высоты АА, и CC,. Так 
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‚как KB,:C,C=AB,:AC=LB,:A,C, To AKLB,cAC,A,C, а значит, 

KL,|| C,A,. Аналогично MN || C,A,. Кроме того, KN || С.А, (см. задачу 

1.53). Следовательно, точки К, Г, М и М№ лежат на одной прямой. 

1.64, а) Пусть О — середина АС, О, — середина AB, О, — середина 

ВС. Будем считать, что АВ< BC. Проведем через точку О, прямую 

О.К параллельно EF (К— точка на отрезке EO,). Докажем, что 

прямоугольные треугольники DBO и O,KO, равны. В самом деле, 

0,0,=DO=AC/2 и ВО=КО,=(ВС-АВ)/2. Из равенства треуголь- 

ников DBO и O,KO, следует, что / BOD=L0O,0,E, т.е. прямая 

DO параллельна EO, и касательная, проведенная через точку D, 

параллельна прямой ЕР. 

6) Так как углы между диаметром АС и касательными к окру- 

жностям в точках F, D, Е равны, то £ FAB= 1 РАС= 1 EBC 

и £FBA=LDCA=LECB, т.е. Е лежит на отрезке AD, Е— на 

отрезке DC. Кроме того, LAFB= 4 ВЕС= 4 АРС=90°, поэтому 

FDEB — прямоугольник. 

1.65. Пусть МО и МР— перпендикуляры, опущенные на стороны 

AD и ВС, MR и МТ перпендикуляры, опущенные на продолжения 

R A B 

Е G 

Е 
Г р М р р 1 

М, 

Г р C 

Puc. 11 Рис. 12 

сторон АВ и CD (рис. 12). Обозначим через М, и P, вторые точки 

пересечения прямых АТ и ОР с окружностью. 

Так как ТМ =КМ=АО и ТМ,|АО, то АМ,|ТО. Аналогично 

АР, | RP. Поскольку / М, АР, =90°, то КР ТО. 
Обозначим точки пересечения прямых ТО и КР, МА и RP, 

Р.А и ТО через Е, Е, С соответственно. Чтобы доказать, что 

точка Е лежит на прямой АС, достаточно доказать, что прямо- 

угольники АЕЕС и АМ,СР, подобны. Tak Kak 

1 АКЕ= 1 AM,R=LM,TG=LM,CT, можно обозначить величи- 

ны этих углов одной буквой a. AF=RAsina=M,Asin’ a, 

Аб=М,Тзта=М,С эт? а, поэтому прямоугольники AFEG и 

AM,CP, подобны. 
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1.66. Обозначим центры окружностей через О, и O,. Внешняя 

касательная касается первой окружности в точке К, а второй 

окружности в точке Г; внутренняя касательная касается первой 

окружности в точке М, а второй окружности в точке М (рис. 13). 

Пусть прямые КМ и LN пересекают прямую O,O, в точках P, 

и P, соответственно. Надо доказать, что Р, =Р.. Рассмотрим точки 

А, D,, D, пересечения прямых KL и ММ, KM и О.А, ГМи О.А 

соответственно. / O,AM+ 1 МАО. =90°, поэтому прямоугольные тре- 

угольники ОМА и ANO, подобны, а также АО. || КМ и AO, || LN. 

Из параллельности этих прямых получаем AD,:D,0,=0,P,:P,0, 

и D,O0O,:AD,=O0,P,:P,0,. Из подобия четырехугольников AKO,M 

и О.,МАЁГ получаем AD,:D,0,=D,0,:AD,. Следовательно, 

O,P,:P,0,=O0,P,:P,0,, т.е. P,=P3.



“Глава 2 

ВПИСАННЫЙ УГОЛ 

Основные сведения 

1. Угол АВС, вершина которого лежит на окружности, а стороны 
пересекают эту окружность, называют вписанным в окружность. 
Пусть О — центр окружности. Тогда 

| 
р ABC=> L AOC, 

если точки В и О лежат по одну сторону oT AC, и 

| 
2 АВС = 180° — lL AOC, 

если точки В и О лежат по разные стороны от AC. Важнейшим 
и наиболее часто используемым следствием этого факта является 
то, что величины углов, опирающихся на равные хорды, либо 
равны, либо составляют в сумме 180°. | 

2. Величина угла между хордой АВ и касательной к окружности, 
проходящей через точку A, равна половине угловой величины 
дуги АВ. 

3. Угловые величины дуг, заключенных между параллельными 
хордами, равны. 

4. Как уже говорилось, величины углов, опирающихся на одну 
хорду, могут быть равны, а могут составлять в сумме 180°. Для 
того чтобы не рассматривать различные варианты расположения 
точек на окружности, введем понятие «ориентированный угол между 
прямыми». Величиной ориентированного угла между прямыми АВ 
и CD (обозначение: / (AB, CD)) будем называть величину угла, 
на который нужно повернуть против часовой стрелки прямую АВ 
так, чтобы она стала параллельна прямой СР. При этом углы, 
отличающиеся на n-180°, считаются равными. Следует отметить, 
что ‘ориентированный угол между прямыми СР и АВ не равен 
ориентированному углу между прямыми АВ и СР (они составляют 
в сумме 180° или, что по нашему соглашению то же самое, 0°). 

Легко проверить следующие свойства ориентированных углов: 
а) / (АВ, ВС) = - ZL (BC, АВ); 
6) / (АВ, CD)+ 4 (СБ, ЕР) = ZL (АВ, ЕЁ); 
в) точки A, В, С, D, не лежашие на одной прямой, принадлежат 

одной окружности тогда и только тогда, когда 
L (АВ, BC)= 1 (АБ, DC) (для доказательства этого свойства нужно 
рассмотреть два случая: точки В и D лежат по одну сторону от 
АС; точки В и О лежат по разные стороны от АС). 
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Вводные задачи 

1. а) Из точки A, лежащей вне окружности, выходят лучи 
АВ и АС, пересекающие эту окружность. Докажите, что 

величина угла ВАС равна полуразности угловых величин 

дуг окружности, заключенных внутри этого угла. 
6) Вершина угла ВАС расположена внутри окружности. 

Докажите, что величина угла ВАС равна полусумме угловых 
величин дуг окружности, заключенных внутри угла ВАС 
и внутри угла, симметричного ему относительно вершины А. 

2. Из точки P, расположенной внутри острого угла BAC, 
опущены перпендикуляры PC, и PB, на прямые AB и АС 
Докажите, что LC,AP=LC,B,P. 

3. Докажите, что все углы, образованные сторонами 
и диагоналями правильного п-угольника, кратны 180°/n. 

4. Центр вписанной окружности треугольника АВС сим- 
метричен центру описанной окружности относительно стороны 
АВ. Найдите углы треугольника АВС. 

5. Биссектриса внешнего угла при вершине С треугольника 
АВС пересекает описанную окружность в точке О. Докажите, 
что АР= ВО. 

$ 1. Углы, опирающиеся на равные дуги 

2.1. Вершина А остроугольного треугольника АВС соедине- 
на отрезком с центром О описанной окружности. Из вершины 
А проведена высота АН. Докажите, что £ ВАН= 1 OAC. 

2.2. Две окружности пересекаются в точках М и К. Через 
М и К проведены прямые АВ и СО соответственно, 
пересекающие первую окружность в точках А и С, вторую 
в точках В и О. Докажите, что АС| BD. 

2.3. Из произвольной точки М, лежащей внутри данного 
угла с вершиной A, опущены перпендикуляры МР и МО 
на стороны угла. Из точки А опущен перпендикуляр АК 
на отрезок РО. Докажите, что / РАК= 1 МАО. 

2.4. а) Продолжение биссектрисы угла В треугольника 
АВС пересекает описанную окружность в точке М; О — центр 
вписанной окружности, О; — центр вневписанной окружности, 
касающейся стороны АС. Докажите, что точки A, С, О и О, 

лежат на окружности с центром М. 
6) Точка О, лежащая внутри треугольника АВС, обладает 

тем свойством, что прямые АО, ВО и СО проходят через 
центры описанных окружностей треугольников BCO, ACO 
и ABO. Докажите, что Ор— центр вписанной окружности 
треугольника АВС. 
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2.5. Вершины A и В треугольника АВС с прямым углом 
С скользят по сторонам прямого угла с вершиной Р. 
Докажите, что точка С перемещается при этом по отрезку. 

2.6. Диагональ АС квадрата АВСР совпадает с гипо- 
тенузой прямоугольного треугольника АСК, причем точки 
В и К лежат по одну сторону от прямой АС. Докажите, 

что BK=|AK—CK|/,\/2 и DK=(AK+CK)/,/2. 
2.7. В треугольнике АВС проведены медианы AA, и BB,. 

Докажите, что если / САА, = 1 СВВ., то АС= ВС. 
2.8. Все углы треугольника АВС меньше 120°. Докажите, 

что внутри его существует точка, из которой все стороны 
треугольника видны под углом 120°. 

2.9. Окружность разделена на равные дуги п диаметрами. 
Докажите, что основания перпендикуляров, опущенных из 
произвольной точки М, лежащей внутри окружности, на эти 
диаметры, являются вершинами правильного многоугольника. 

2.10. На окружности даны точки A, В, М и №. Из точки 
М проведены хорды МА, и MB,, перпендикулярные прямым 
NB и NA соответственно. Докажите, что AA, | BB,. 

2.11. Шестиугольник ABCDEF вписанный, причем AB|| DE 
и ВС] ЕЕ. Докажите, что СБ | AF. 

2.12. Многоугольник 4,4. ... А›„ вписанный. Про все пары 
его противоположных сторон, кроме одной, известно, что 
они параллельны. Докажите, что при п нечетном оставшаяся 
пара сторон тоже параллельна, а при п четном оставшаяся 
пара сторон равна по длине. 

2.13. Дан треугольник АВС. Докажите, что существует 
два семейства правильных треугольников, стороны которых 
(или их продолжения) проходят через точки A, Ви С. 
Докажите также, что центры треугольников этих семейств 
лежат на двух концентрических окружностях. 

$ 2. Величина угла между двумя хордами 

Решить задачи этого параграфа помогает следующий факт. Пусть 
А, В, С, О— точки на окружности в указанном порядке. Тогда угол 
между хордами АС и BD равен (~AB+~CD)/2, угол между хордами 
АВ и CD равен |-АБ— -—СВ|/2. (Для доказательства нужно через 
конец одной из хорд провести хорду, параллельную другой хорде.) 

2.14. На окружности даны точки A, В, С, О в указанном 

порядке. М — середина. дуги АВ. Обозначим точки пересечения 
хорд МС и MD с хордой АВ через Е и К. Докажите, что 
КЕСР — вписанный четырехугольник. 

2.15. По стороне правильного треугольника катится окру- 
жность радиуса, равного его высоте. Докажите, что угловая 
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величина дуги, высекаемой на окружности сторонами тре- 
угольника, всегда равна 60°. 

2.16. Диагонали равнобедренной трапеции ABCD.c 6o- 
ковой стороной АВ пересекаются в точке Р. Докажите, что 
центр О ее описанной окружности’ лежит на описанной 
окружности треугольника АРВ. 

2.17. На окружности даны точки A, В, С, D в указанном 
порядке; A,, B,, С, и В, середины дуг АВ, BC,-CD и DA 
соответственно. Докажите, что A,C, 1 B,D,. 

2.18. Внутри треугольника АВС взята точка Р так, что 
L ВРС= 1 А+60°, ДАРС= 1 В+60° и ДАРВ= 1 С+60°. 
Прямые АР, ВР и СР пересекают описанную окружность 
треугольника АВС в точках A’, В’и С’. Докажите, что 
треугольник А’В’С’ правильный. 

2.19. На окружности взяты точки A, C,, В, А,, С, В, 
в указанном порядке. 

а) Докажите, что если прямые AA,, BB, и СС, являются 
биссектрисами углов треугольника АВС, то они являются 
высотами треугольника A,B,C. 

6) Докажите, что если прямые AA,, BB, и СС, являются 
высотами треугольника АВС, то они являются биссектрисами 
углов треугольника A,B,C. 
-..2.20. В окружность вписаны. треугольники JT, и Т,; причем 
вершины треугольника TJ, являются серединами дуг, на 
которые окружность разбивается вершинами треугольника 

Докажите, что в шестиугольнике, являющемся пересече- 
нием треугольников Т, и Т,, диагонали, соединяющие 
противоположные вершины, параллельны сторонам треуголь- 
ника Т, и пересекаются в одной точке. 

$ 3. Угол между касательной и хордой 

2.21. Две окружности пересекаются в точках Ри О: 
Через точку А первой окружности проведены прямые АР 
и АО, пересекающие вторую окружность в точках Ви С. 
Докажите, что касательная в точке А к первой окружности 
параллельна прямой ВС. 

2.22. Окружности S, и S, пересекаются в точках A и Р. 
Через точку A проведена касательная АВ к окружности S,, 
а’ через точку Р— прямая CD, параллельная АВ (точки 
В и С лежат на 5,, точка D—na S,). Покажите, что 
ABCD — параллелограмм. 

2.23. Касательная в точке А к описанной окружности 
треугольника АВС пересекает прямую ВС в точке Е; AD— 
биссектриса треугольника АВС. Докажите, что AE=ED. 
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2.24. Окружности S, и S, пересекаются в точке А. Через 
точку А проведена прямая, пересекающая 5, в точке В, Sy 
в точке С. В точках С и В проведены касательные 
к окружностям, пересекающиеся в точке D. Докажите, что 
угол BDC не зависит от. выбора прямой, проходящей через A. 

2.25. Две окружности пересекаются в точках А и В. Из 
точки А к этим окружностям проведены касательные АМ 
и АМ (М и М№— точки окружностей). Докажите, что: 

а) LABN+ L МАМ=180°; 
6) ВМ/ВМ=(АМ/АМ)?. 
2.26. Внутри квадрата ABCD взята точка P, Tak, что 

треугольник АВР равносторонний. Докажите, что / PCD=15°. 
2.27. Две окружности касаются внутренним образом в точ- 

ке М. Пусть АВ— хорда большей окружности, касающаяся 
меньшей окружности в точке Т. Докажите, что МТ— бис- 

сектриса угла АМВ. 
2.28. Через точку М, лежащую внутри окружности 5, 

проведена хорда АВ; из точки М опущены перпендикуляры 
МР и МО на касательные, проходящие через точки А и В. 
Докажите, что величина 1/PM+1/QM не зависит от выбора 
хорды, проходящей через точку М. 

2.29. Окружность 5, касается сторон угла АВС в точках 
А и С. Окружность 5, касается прямой АС в точке 
С и проходит через точку В, окружность S, она пересекает 
в точке М. Докажите, что прямая АМ делит отрезок ВС 

пополам. 
2.30. Окружность 5 касается окружностей 5, и S, в точках 

A, и A,; В— точка окружности 5, а К, и К, — вторые 
точки пересечения прямых A,B и A,B с окружностями S, 
и S,. Докажите, что если прямая K,K, касается окружности 
S,, TO она касается и окружности 5.. 

$ 4. Связь величины угла с длиной дуги и хорды 

2.31. В окружность вписаны равнобедренные трапеции 
ABCD и А.В, С.Б, с соответственно параллельными сторо- 
нами. Докажите, что AC=A,C,. 

2.32. Из точки М, двигающейся по окружности, опуска- 
ются перпендикуляры МР и МО на диаметры АВ и CD. 
Докажите, что длина отрезка РО не зависит от положения 
точки М. 

2.33. В треугольнике АВС угол В равен 60°, биссектрисы 
AD и СЕ пересекаются в точке О. Докажите, что OD=OE. 

‚ 2.34. В треугольнике АВС углы. при вершинах В и С равны. 
40°; ВР — биссектриса угла В. Докажите, что ВО+РА= ВС. 
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2.35. На хорде АВ окружности 5 с центром О взята 
точка С. Описанная окружность треугольника АОС пересекает 
окружность 5 в точке D. Докажите, что ВС= Ср. 

2.36. Вершины А и В правильного треугольника АВС 
лежат на окружности 5, а вершина С — внутри этой окру- 
жности. Точка D лежит на окружности 5, причем ВР=АВ. 
Прямая CD пересекает 5 в точке Е. Докажите, что длина 
отрезка EC равна радиусу окружности 5. 

2.37. По неподвижной окружности, касаясь ее изнутри, 
катится без скольжения окружность вдвое меньшего радиуса. 
Какую траекторию описывает фиксированная точка К по- 
движной окружности? 

$ 5. Четыре точки, лежащие на одной окружности 

2.38. Из произвольной точки М катета ВС прямоугольного 
треугольника АВС на гипотенузу АВ опущен перпендикуляр 
ММ. Докажите, что / МАМ= 1 MCN. 

2.39. Диагонали трапеции ABCD с основаниями AD и ВС 
пересекаются в точке Q; точки В’ и С’ симметричны 
вершинам В и С относительно биссектрисы угла ВОС. 
Докажите, что / GAC= 1 В’ЬВ. 

2.40. Продолжения сторон АВ и СР вписанного четырех- 
угольника ABCD пересекаются в точке P, а продолжения 
сторон BC и АР — в точке О. Докажите, что точки пересечения 
биссектрис углов АОВ и ВРС со сторонами четырехугольника 
являются вершинами ромба. 

2.41. Вписанная окружность касается сторон АВ и АС 
треугольника АВС в точках М и. М. Пусть Рр— точка 
пересечения прямой ММ и биссектрисы угла В (или ее 
продолжения). Докажите, что: 

а) / BPC=90°; 
6) Supp: ЭАВС = 1:2. 

2.42. Внутри четырехугольника ABCD взята точка М так, 
что ABM D — параллелограмм. Докажите, что если 
LCBM=L4CDM, то 14 АСР= д ВСМ. 

2.43. Прямые АР, ВР и СР пересекают описанную окру- 
жность треугольника АВС в точках A,, В, и С,. Точки 
A,, В, и С, взяты на прямых BC, СА и AB так, что 
L (РА,, ВС) = 1 (PB,, СА) = 1 (PC,, АВ). Докажите, что 

АА. В.С. АА, В.С. 
2.44. Вокруг правильного треугольника АРО описан пря- 

моугольник ABCD, причем точки Ри О лежат на сторонах 
ВС и CD соответственно; Р’и О’— середины сторон AP 
и АО. Докажите, что треугольники ВО’С и СР’Р правильные. 
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2.45. Докажите, что если для вписанного четырехугольника 
ABCD выполнено равенство СР = АР + ВС, то точка пересече- 
ния биссектрис углов А и В лежит на стороне CD. 

2.46. Диагонали АС и CE правильного шестиугольника 
АВСРЕЕ разделены точками М и М так, что 
АМ: АС= СМ: СЕ=)\.. Найдите A, если известно, что точки 

В, М и № лежат на одной прямой. 
2.47. Треугольники АВС и A,B,C, имеют соответственно 

параллельные стороны, причем стороны АВ и A,B, лежат 
на одной прямой. Докажите, что прямая, соединяющая точки 
пересечения описанных окружностей треугольников A,BC 
и AB,C, содержит точку C,. 

‚2.48. В треугольнике АВС проведены высоты AA,, BB, 
и CC,. Прямая КЁ параллельна CC,, причем точки К и L ле- 
жат на прямых ВС и B,C, соответственно. Докажите, что 
центр ‘описанной окружности треугольника АКГ лежит на 
прямой АС. - 

2.49. Через точку О пересечения биссектрис треуголь- 
ника АВС проведена ‘прямая ММ перпендикулярно’ СО, 
причем М и WN лежат на сторонах AC и' ВС соответственно. 
Прямые АО и ВО пересекают описанную окружность тре- 
угольника АВС в точках А’ и В’. Докажите, что точка 

пересечения прямых A’N и В’М лежит на описанной окру- 
жности. 

$ 6. Вписанный угол и подобные треугольники 

2.50. На окружности взяты точки А, В, Си D. Прямые 
АВ и СО пересекаются в точке М. Докажите, что 
АС. AD/AM = BC: BD/BM. 

2.51. На окружности даны точки A, Ви С, причем точка 
В более удалена от прямой /, касающейся окружности в точке 
А, чем С. Прямая АС пересекает прямую, проведенную 
через точку В параллельно [ в точке Р. Докажите, что 
AB*=AC: AD. 

2.52. Прямая / касается окружности с диаметром AB 
в точке С; М и М№— проекции точек А и В на прямую I, 
р — проекция точки С на АВ. Докажите, что 
CD? =AM: ВМ. 

2.53. В треугольнике АВС проведена’ высота АЛ, а из 
вершин В и С опущены перпендикуляры BB, и CC, на 
прямую, проходящую через точку А. Докажите, что 
AABCOWAHB,C,. | 

2.54. На дуге ВС окружности, описанной около равно- 
стороннего треугольника АВС, взята произвольная точка Р. 
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Отрезки АР и ВС пересекаются в точке О. Докажите, что 
1/PQ=1/PB+1/PC. 

2.55. На сторонах ВС и CD квадрата ABCD взяты точки 
Е и Е так, что / ЕАЕ=45°. Отрезки AE и AF пересекают 
диагональ BD в точках Ри О. Докажите, что блЕр/ЗдрРо=2. 

2.56. Прямая, проходящая через вершину С равнобедрен- 
ного треугольника АВС, пересекает основание АВ в точке 
М, а описанную окружность в точке № Докажите, что 

СМ-СМ=АС* и СМ/СМ=АМ-ВМКАМ: ВМ). 
2.57. Дан параллелограмм ABCD с острым углом при 

вершине A. На лучах АВ и СВ отмечены точки Н и К соот- 
ветственно так, что СН= BC MW AK=AB. Докажите, что: 

a) DH=DK; 
6) ADKHWAABK. 
2.58. а) Стороны угла с вершиной С касаются окружности 

в точках А и В. Из точки Р, лежащей на окружности, 

опущены перпендикуляры PA,, РВ, и PC, на прямые BC, 
СА и АВ. Докажите, что РС?=РА,-РВ.. 

6) Из произвольной точки О вписанной окружности 
треугольника АВС опущены перпендикуляры OA', ОВ’, ОС’ 
на стороны треугольника АВС и перпендикуляры OA", ОВ", 
ОС” на стороны треугольника с вершинами в точках касания. 
Докажите, что OA’':OB'-OC'=OA"-OB"-OC". 

2.59. Пятиугольник ABCDE вписан в окружность. Pac- 
стояния от точки Е до прямых AB, ВС и CD равны a, 
Ь и с соответственно. Найдите расстояние от точки Е до 

прямой AD. 
2.60. В треугольнике АВС проведены высоты AA,, BB, 

и СС,; В, и С, середины высоты BB, и CC,. Докажите, 
что AA, В. 2C,0AABC. 

2.61. Ha высотах треугольника АВС взяты точки A,, В, 
и C,, делящие их в отношении 2:1, считая от вершины. 
Докажите, что AA,B,C,©AABC. 

2.62. Окружность 5, с диаметром АВ пересекают окру- 
жность 9, с центром А в точках С и D. Через точку 
В проведена прямая, пересекающая 5, в точке М, лежащей 
внутри S,, а 5, в точке М. Докажите, что ММ? = СМ: №. 

2.63. Через середину С произвольной хорды АВ окру- 
жности проведены две хорды KL и ММ (точки Ки М лежат 
по одну сторону от АВ). Отрезки KN и МЕ пересекают 
АВ в точках О иР. Докажите, что РС=ОС. 

2.64. а) Окружность, проходящая через точку С, пересекает 
стороны ВС и AC треугольника АВС в точках A, и B,, 
а его описанную окружность в точке М. Докажите, что 
.ДАВ,Мс>АВА, М. 
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6) На лучах AC и ВС отложены отрезки AA, и BB,, 
равные полупериметру треугольника АВС. М — такая точка 
его описанной окружности, что СМ | A,B,. Докажите, что 
LCMO=90°, где О— центр вписанной окружности 

$ 7. Биссектриса делит дугу пополам 

2.65. В треугольнике АВС стороны АС и ВС не равны. 
Докажите, что биссектриса угла С делит пополам угол 
между медианой и высотой, проведенными из этой вершины, 
тогда и только. тогда, когда £ C=90°. | 

2.66. Известно, что в некотором треугольнике медиана, 
биссектриса и высота, проведенные из вершины С, делят угол 
на четыре равные части. Найдите углы этого треугольника. 

2.67. Докажите, что в любом треугольнике АВС биссек- 
триса AE лежит между медианой AM и высотой АН. 

2.68. Дан треугольник АВС. На его стороне АВ выбира- 
ется точка Р и через нее проводятся прямые РМ и РМ, 

параллельные АС и ВС соответственно (точки М и М лежат 
на сторонах ВС и АС); Ор— точка пересечения описанных 
окружностей треугольников APN и BPM. Докажите, что все 
прямые РО проходят через фиксированную точку. 

2.69. Продолжение биссектрисы АД остроугольного тре- 
угольника АВС пересекает описанную окружность в точке 
Е. Из точки D на стороны AB и АС опущены перпендикуляры 
DP и DQ. Докажите, что Sasc=Saprcg. 

| $ 8. Вписанный четырехугольник 
с перпендикулярными диагоналями 

В этом параграфе АВСР — вписанный четырехугольник, диаго- 
нали которого перпендикулярны. Мы будем использовать также 
следующие обозначения: О — центр описанной окружности четырех- 
угольника ABCD, РЫ— точка пересечения диагоналей. 

2.70. Докажите, что ломаная AOC делит ABCD на две 

фигуры равной площади. 
2.71. Известен радиус описанной окружности К. 
а) Найдите AP*+ BP?+CP*+DP?. 
6) Найдите сумму квадратов сторон четырехугольника 

ABCD. 
2.72. Найдите сумму квадратов диагоналей, если известны 

длина отрезка ОР и радиус окружности К. 
2.73. Из вершин А и В опущены перпендикуляры на 

CD, пересекающие прямые BD и AC в точках К и Г, соот- 
ветственно. Докажите, что AKLB— ромб. 
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2.74. Докажите, что площадь четырехугольника ABCD 
равна (АВ. СР+ BC: AD)/2. 

2.75. Докажите, что расстояние от точки О до стороны 
АВ равно половине длины стороны СР. 

2.76. Докажите, что прямая, проведенная из точки Р пер- 
пендикулярно ВС, делит сторону АР пополам. 

2.77. Докажите, что середины сторон четырехугольника 
АВСР и проекции точки Р на стороны лежат на одной 
окружности. 

2.78. а) Через вершины A, В, С и D проведены касательные 
к описанной окружности. Докажите, что образованный ими 
четырехугольник вписанный. 

6) Четырехугольник KLMN вписанный и описанный од- 
новременно; А и В—точки касания вписанной окружности 
со сторонами КЁ и ГМ. Докажите, что AK: BM =r*, rae 

г— радиус вписанной окружности. 

$ 9. Три описанные окружности пересекаются 

в одной точке 

2.79. На сторонах треугольника АВС внешним образом 
построены треугольники АВС’, АВ’С и A'BC, причем сумма 
углов при вершинах A’, В’и С’ кратна 180°. Докажите, 
что описанные окружности построенных треугольников пе- 
ресекаются в одной точке. 

2.80. а) На сторонах ВС, СА и АВ треугольника АВС 
(или на их продолжениях) взяты точки A,, В, и C,, отличные 
от вершин треугольника. Докажите, что описанные OKpy- 
жности треугольников AB,C,, АВС, и A,B,C пересекаются 
в одной точке. 

- 6) Точки A,, В, и С, перемещаются по прямым BC, 
СА и АВ так, что все треугольники A,B,C, подобны одному 
и тому же треугольнику. Докажите, что точка пересечения 
описанных окружностей треугольников AB,C,, A, BC, и A,B,C 
остается при этом неподвижной. (Треугольники предполага- 

ются не только подобными, но и одинаково ориентирован- 
ными.) 

2.81. На сторонах ВС, СА и АВ треугольника АВС 
взяты точки A,, В, и C,. Докажите, что если треугольники 
A,B,C, и АВС подобны и противоположно ориентированы, 
то описанные окружности треугольников AB,C,, A,BC, 
и A,B,C проходят через центр описанной окружности 
треугольника АВС. ` | 
‚ 2.82. Точки A’, В’и С’ симметричны некоторой точке 
Р относительно’ сторон ВС, СА и АВ треугольника АВС. 
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_а) Докажите, что описанные окружности треугольников 
АВ’С’, А’ВС’, А’'В’С и АВС имеют общую точку. 

6) Докажите, что описанные окружности треугольников 
А’ВС, АВ’С, АВС’и А’В`С’ имеют общую точку О. 

° в) Пусть J, J, Ки О-— центры описанных окружностей 
треугольников А’'ВС, АВ’С, АВС’ и А’В’С’. Докажите, что 
ОГ: O1= QJ: О/=ОК: ОК. 

$ 10. Точка Микеля 

2.83. Четыре прямые образуют четыре треугольника. 
а) Докажите, что описанные окружности этих треуголь- 

ников имеют общую точку (точка Микеля). 
6) Докажите, что центры описанных окружностей этих 

треугольников лежат на одной окружности, проходящей через 
точку Микеля. 

2.84. Прямая пересекает стороны АВ, ВС и СА треуголь- 
ника (или их продолжения) в точках C,, В, и A,; О, О,, 
О, и О. —центры описанных окружностей треугольников 
АВС, AB,C,, АВС, и A,B,C; Н, H,, H, и H,— ортоцентры 
этих треугольников. Докажите, что: 

а) ДО. О, О.с>ААВС. 
6) серединные перпендикуляры к отрезкам OH, О.Н,, 

O,H, и О.Н. пересекаются в одной точке. 
2.85. Четырехугольник АВСР вписанный. Докажите, что 

точка Микеля для прямых, содержащих его стороны, лежит на 
отрезке, соединяющем точки пересечения продолжений сторон. 

2.86. Точки A, В, Си D лежат на окружности с центром 
О. Прямые АВ и CD пересекаются в точке Е, а описанные 
окружности треугольников AEC и ВЕД пересекаются в точках 
Е и P. Докажите, что: 

а) точки А, О, Ри О лежат на одной окружности; 
6) 4 ЕРО = 90°. 
2.87. Даны четыре прямые. Докажите, что проекции точки 

Микеля на эти прямые лежат на одной прямой. 
См. также задачу 19.45. 

$ 11. Разные задачи 

2.88. В треугольнике АВС проведена высота АН; O— 
центр описанной окружности. Докажите, что 1 OAH= 
=|LB—LC|. 

2.89. Пусть H—tTouka пересечения высот треугольника 
ABC, а АА'— диаметр его описанной окружности. Докажите, 
что отрезок А’Н делит сторону ВС пополам. 
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2.90. Через вершины A и В треугольника ABC проведены 
две параллельные прямые, а прямые т и п симметричны 
им относительно биссектрис соответствующих углов. До- 
кажите, что точка пересечения прямых.т и п лежит на 
описанной окружности треугольника АВС. 

2.91. а) Из точки А проведены прямые, касающиеся окру- 
жности 5 в точках Ви С. Докажите, что центр вписанной 
окружности треугольника АВС и центр его вневписанной 
окружности, касающейся стороны ВС, лежат на окружности 5. 

6) Докажите, что окружность, проходящая через вершины 
В и С любого треугольника АВС и центр О его вписанной 
окружности, высекает на прямых АВ и АС равные хорды. 

2.92. На сторонах АС и ВС треугольника АВС внешним 
образом построены квадраты ACA,A, и ВСВ. В.. Докажите, 
что прямые A,B, A,B, и AB, пересекаются в одной точке. 

2.93. Окружности 5, и S, пересекаются в точках А и В, 
причем касательные к 5, в этих точках являются радиусами 
S,. На внутренней дуге 5, взята точка С и соединена 
с точками А и В прямыми. Докажите, что вторые точки 
пересечения этих прямых с 5, являются концами одного’ 
диаметра. 

2.94. Из центра О окружности опущен перпендикуляр OA 
на прямую 7. На прямой [ взяты точки В и С так, что 
АВ= АС. Через точки В и С проведены две секущие, первая 
из которых пересекает окружность в точках Ри О, а вторая — 
в точках М и №. Прямые РМ и ОМ пересекают. прямую 

Г в точках Ки 5. Докажите, что AR=AS. 

Задачи для самостоятельного решения 

2.95. В треугольнике АВС проведены высоты AA, и ВВ,; 
М — середина стороны АВ. Докажите, что МА, =МВ.. 

2.96. В выпуклом  четырехугольние ABCD углы 
А и С прямые. Докажите, что АС= ВБ зш АВС. 

2.97. Диагонали AD, BE и CF вписанного шестиугольника 
ABCDEF пересекаются в одной точке. Докажите что 
АВ.СО.ЕЕ= BC: DE: AF. ` 

2.98. В выпуклом четырехугольнике AB=BC=CD, M— 
точка пересечения диагоналей, К — точка пересечения бис- 
сектрис ‘углов А и D. Докажите, что точки A, М, Ки О лежат 

на одной окружности. 
2.99. Окружности с центрами О, и О, пересекаются 

в точках Аи В. Прямая O,A пересекает окружность с центром 
О, в точке № Докажите, что точки O,, O,, Ви М лежат 
на одной окружности. 
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2.100. Окружности S, и S, пересекаются в точках A и В. 
Прямая ММ касается окружности 5, в точке М и окружности 
5. в точке №. Пусть А — та из точек пересечения окружностей, 
которая. ‘более удалена от прямой ММ. Докажите, что 

L0,AO,=24 МАМ. 
2.101. Дан четырехугольник ABCD, вписанный в окру- 

| 
жность, причем АВ=ВС. Докажите, что Syscp =5 (DA+ 

+CD)-h,, где й, —высота треугольника ABD, опущенная из 
вершины В. 

2.102. Четырехугольник ABCD вписанный, причем АС — 
биссектриса угла DAB. Докажите, что АС.ВБ= 
= AD-DC+AB: BC. 

2.103. В прямоугольном треугольнике АВС из вершины 
прямого угла С проведены биссектриса СМ и высота СН. 
HD и НЕ — биссектрисы треугольников АНС и СНВ. До- 
кажите, что точки С, О, Н, Eu М лежат на одной окружности. 

2.104. Две окружности проходят через вершину угла 
и точку его биссектрисы. Докажите, что отрезки, высекаемые 
ими на сторонах угла, равны. 

2.105. Треугольник BHC, где Н—-ортоцентр треугольника 
АВС, достроен до параллелограмма ВНСР. Докажите, что 
L ВАР= 1 САН. 

2.106. Вне правильного треугольника АВС, но внутри 
угла ВАС взята точка М так, что 1 СМА =30° и L ВМА=ч. 
Чему равен угол АВМ? 

2.107. Докажите, что если вписанный четырехугольник” 
с перпендикулярными диагоналями является также и описан- 
ным, то он симметричен относительно одной из диагоналей. 

Решения 

2.1. Проведем диаметр AD. Тогда / СРА= 1 CBA, а значит, 

ДВАН= / РАС, так как / ВНА= / ACD=90°. 

2.2: Воспользуемся свойствами ориентированных углов. 

L (АС, СК) = 1 (АМ, МК)= 1 (ВМ, MK)= 1 (ВБ, DK)= 1 (BD, СК), 

т.е. АС] BD. 

2.3. Точки Ри О `лежат на окружности с диаметром АМ. 

Поэтому / QMA=LQPA как углы, опирающиеся на одну дугу. 

Треугольники PAK и МАО прямоугольные, следовательно, 

LPAK= / МАО. 

2.4. а) Так как 1 АОМ = 1 ВАО+ L ABO=(LA+Z B)/2 

|. 1 ОАМ = ДОАС+ 1 САМ= 1 412+ 4 СВМ=(ДА+ЕВ)/2, To 

MA=MO. Аналогично МС=мМО. 
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Так как треугольник СОЛО, прямоугольный и /AOM= 

=/ МАО=ф, то / МАО, = 1 МО, А=90°—ф, ‘а значит, МА=МО,. 

Аналогично МС=МО,. 

6) Пусть Р— центр описанной окружности треугольника АСО. 

Тогда L СОР= (180°— 14 СРО)/2 =90°— 1 OAC. Поэтому 4 ВОС= 90° + 

+/ OAC. Аналогично 1 ВОС=90°+ LOAB, a значит, / OAB= 

= / OAC. Аналогично доказывается, что точка О лежит на бис- 

сектрисах углов Ви С. 

2.5. Точки Р и С лежат на окружности с диаметром АВ, 

поэтому / АРС= / АВС, т.е. величина угла АРС постоянна. 

Замечание. Аналогичное утверждение верно для любого тре- 

угольника АВС, вершины которого скользят по ‘сторонам угла 

MPN, равного 180°— 2 С. | 
2.6. Точки В, D и К лежат на окружности с диаметром АС. 

Пусть для определенности 4 КСА=ф<45°. Тогда BK= 

=АС sin(45°—@)=AC (cosg—sing)/,/2 и DK=AC sin(45°+)= 

=AC (cos @ + sin @)/./2. Ясно, что AC созф=СК и АС зтф=АК. 
| 2.7. Так как / ВАА = А,ВВ,, точки А, В, A, и В, лежат 

на одной окружности. Параллельные прямые АВ и A,B, высекают 

на ней равные хорды AB, и BA,. Поэтому АС= ВС. 

2.8. Построим на стороне ВС. треугольника АВС внешним 

образом правильный треугольник A,BC. Пусть Р— точка пересечения 

прямой AA, с описанной окружностью треугольника A,BC. Тогда 

точка Р лежит внутри_треугольника АВС и / APC=180°—ZLA ‚РС = 

=180°— 4 А, ВС = 120°. Аналогично / АРВ= 120°. 
2.9. Основания перпендикуляров, опущенных из точки М на 

диаметры, лежат на окружности 5 с диаметром ОМ (О-— центр 

исходной окружности). Точки пересечения данных диаметров с окру- 

жностью 5, отличные от точки О, делят ее на п дуг. Tak как на 

все дуги, не содержащие точку О, опираются углы 180°/п, то 

угловые величины этих дуг равны 360°/n. Поэтому угловая величина 

дуги, на которой лежит точка О, равна 360° —(n—1)-360°/n=360°/n. 

Следовательно, основания перпендикуляров делят окружность 5 на 

п равных дуг. | 

2.10. Ясно, что 1 (АА,, ВВ, )= 1 (AA,, AB,)+ L(AB,, ВВ, )= 

=1(МА,, МВ, )+ 2 (АМ, ВМ). Так как МА, [ВМ и МВ, 1 АМ, то 
1 (МА,, МВ, )= 2 (ВМ, АМ) = -— 1 (АМ, ВМ). Поэтому. / (AA,, ВВ, )=0°, 

т.е. АА, |ВВ,. 

2.11. Так как AB||DE,; то L АСЕ= 1 ВЕР, а так как ВС] ЕЁ, то 

1 САЕ= 2 BDF. Треугольники ACE и BDF имеют по два равных угла, 

поэтому третьи углы у них тоже равны. Из равенства этих углов 

следует равенство дуг АС и DF, т. е. параллельность хорд CD и AF, 

2.12. Доказательство проведем индукцией по п. Для четырехуголь- 

ника утверждение очевидно, для шестиугольника` оно было доказано 
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в предыдущей задаче. Допустим, что утверждение доказано для 

2 (п- 1)-угольника, и докажем его для 2п-угольника. Пусть A, ... Аи 

есть 2п-угольник, в котором 4,4, | Anyi Аз+2, ..., А,-1 4, | Aan-1 Aan. 

Рассмотрим 2 (n—1)- -угольник 4,4, ... An-1 An+1 ... Azn-1-. По пред- 

положению индукции при нечетном п получаем A,- | Ans 1 =Aon- 14), 

при четном п получаем A,-; 4+, || Aan-1 A1- 

| Рассмотрим треугольник A,-;.A,An+1 и треугольник А2„-1 Аз, Ay. 

Пусть п четно. Тогда векторы A,-;A, и А.,-, Aan, An-1 Anti 

и A>z,-,;A, Параллельны и противоположно направлены, поэтому 

LA, An-1 An+1= LAyAan-1 Aan и A, An+1=A2_, A, как хорды, отсека- 

ющие равные дуги, что и требовалось. Пусть п нечетно. Тогда 

An—-1An+1=A2n-1 А, Т.е. AyAn-1 || А+, A2n-1- В шестиугольнике 

А, - 1 A, An+1 Azn-1A2, A, имеем A,A,-1 | An+1 Aan-1, A,-14, | Azn-1 Arm 

поэтому согласно предыдущей задаче A, A,+, || A42,A,, что и требо- 

валось. 

2.13. Пусть прямые FG, СЕ и ЕЁ. проходят через точки 

А, Ви С, причем треугольник EFG равносторонний, т. е. / (СЕ, ЕР) = 

= (ЕЕ, FG)= 1 (FG, СЕ)= +60°. Тогда 1 (ВЕ, ЕС)= [ (СЕ, FA)= 
= / (AG, СВ)= + 60°. Выбрав один из знаков; получим три окру- 

ЖНоСТ1 Ss, Sp И Sg, на которых должны лежать точки Ё, 

Е и С. Любая точка Е окружности 5; однозначно определяет 

треугольник EFG. 

Пусть О — центр треугольника EFG; Р, Ки О — точки перёсечения 

прямых OF, OF и ОС с соответствующими окружностями 5;, Sp 

и %с. Докажем, что Р, О и Е — центры правильных треугольников, 

построенных на сторонах треугольника АВС (для одного семейства 

внешним образом, для другого внутренним), а точка О лежит на 

описанной окружности треугольника РОК. Ясно, что L (СВ, ВР) = 

= / (СЕ, ЕР) = 1 (ЕЁ, ЕО) = + 30°, а L (ВР, СР)= (BE, ЕС) = 

= / (СЕ, ЕР) = +60°. Поэтому / (СВ, CP)= 1 (СВ, ВР)+ [1 (ВР, CP)= 

= +30°. Следовательно, Рр— центр правильного треугольника со 

стороной АВ. Для точек О и Е доказательство аналогично. 

Треугольник РОК равносторонний, причем его центр совпадает 

с точкой пересечения медиан треугольника АВС (см. задачу 1.49, 6). 

Можно проверить, что / (PR, КО) = + 60° = 4 (ОЕ, ОС )= L (ОР, ОО), 

т.е. точка О лежит на описанной окружности треугольника POR. 

2.14. Ясно, что 2(1 KEC+4KDC)= (~MB+~AC)+(~MB+ 

+~BC)=360°, так как ~MB=~AM. 

2.15. Обозначим угловую величину дуги, высекаемой сторонами 

треугольника АВС на окружности, через a. Рассмотрим дугу, высе- 

каемую продолжениями сторон треугольника на окружности, и обоз- 

начим ее угловую величину через &’. Тогда (a+a’)/2= 4 ВАС = 60°. 

Но а=а’, так как эти дуги симметричны относительно прямой, 

проходящей через центр окружности параллельно стороне ВС. 

Поэтому a=a’=60°. 
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2.16. Так как / APB=(~AB+~CD)/2=Z AOB, точка O лежит 

на описанной окружности треугольника АРВ. | 

2.17. Пусть О— точка пересечения прямых А.С, и B,D,; о, В, 

у и б— угловые величины дуг АВ, ВС, СР и РА. Тогда / A,OB,= 

=(~A,B+~BB,+~C,D+~DD,)/2=(a+B+7+5)/4=90°. 

2.18. Складывая равенства ~C’A+~CA’=2(180°— 4 APC)= 

= 240°—2/ Ви ~AB'+~BA'=240°-22C, a затем вычитая из их 

суммы равенство —ВА'+-—СА’=21/ А, получаем у ~C'B’=~C'A+ 

+~AB'=480°-2(LA+2B+LC)=120°. Аналогично —В'А’ = 

`=<—С’А’ = 120°. 4 

2.19. a) Докажем, например, что AA, 1C,8B,. Пусть М — точка 

пересечения этих отрезков. Тогда / АМВ, =(_. АВ +_ А В+ 

+2 BC,)/2=24ABB,+ LA,AB+ 4 ВСС, =(01В+14А+1С)/2=90°. 

6) Пусть М, и М, —точки пересечения отрезков AA, и ВС. 

BB, и АС. Прямоугольные треугольникк АМС и BM,C имеют 

общий угол С, поэтому / В,ВС=ГА, АС, а значит, _ВС=. А.С 

и 1 В.С. С=ЛА, С, С, т.е. СС, —биссектриса угла А, С.В, | 
2.20. Обозначим вершины треугольника Т, через A, Ви С; середины 

дуг ВС, СА, АВ через А,, B,, C,. Тогда T,=A,B,C,. Прямые AA,, BB,, 

CC, являются биссектрисами треугольника Т, ‚ поэтому они пересекают- 

ся в одной точке О. Пусть прямые АВи С.В, пересекаются в точке К. 

Достаточно проверить, что КО || АС. В треугольнике АВ, О прямая B,C, 

является биссектрисой и высотой, поэтому этот треугольник равнобед- 

ренный. Следовательно, треугольник АКО тоже равнобедренный. 

Прямые КО и АС параллельны, так как `/ KOA= 1 КАО= / OAC. 

2.21. Пусть [— касательная в точке А к первой окружность 

Тогда /(1 АР)=/ (АО, РО)= 1 (ВС, РВ), а значит, [| BC. 
2.22. Так как / (АВ, АР)= / (АР, PD)= (AB, BC), то ВСП АБ 
2.23. Пусть для определенности точка Е лежит на луче ВС 

Тогда L АВС = / EAC и L ADE= L АВС+ L BAD= 1. EAC+ 

+ £CAD=L DAE. | ‚о 
2.24. Пусть РЬ— вторая точка пересечения окружностей. Тогда 

L (AB, РВ) = L (РА, РВ) и. L (DC, АС)= 1 (РС, РА). Складывая эти 

равенства, получаем 1 (БС, DB)= д (PC, РВ)= L (PC, CA)+ 

+ / (BA, РВ); последние два угла опираются на постоянные дуги. 

2.25. а) Так как / МАВ= / ВМА, то сумма углов ABN и МАМ 

равна сумме углов треугольника АВМ. 

6) Tak как L ВАМ = 1 ВМА и 1 ВАМ= 1 ВМА, ‘то 
А АМВс> А МАВ, а значит, АМ: МА=МВ: АВ и АМ: МА= АВ:`МВ. 
Перемножая эти равенства, получаем требуемое. 

2.26. Точка Р лежит на окружности радиуса ВС с центром В, а прямая 

ОС касается этой окружности в точке С. Поэтому / РСР = PBC/2=15°. 

2.27. Пусть A, и В, точки пересечения прямых МА и МВ 

с меньшей окружностью. Так как М — центр гомотетии окружностей, 

то 4,8, | АВ. Поэтому ДА, МТ= 4 А,ТА= 1 В.А,Т= 14 В, МТ. 
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2.28. Пусть @—yrom между хордой AB и касательной, прохо- 

дящей через один из ее концов. Тогда АВ=2А япф, где К — радиус 

окружности 5. Кроме того, РМ = АМ sing и ОМ= ВМ sing. Поэтому 

1 1: 
pm том - (АМ +ВМ)/ пФ) AM BM =2R/(AM - BM). Величина 

AM:BM не зависит от выбора хорды AB. 

2.29. Пусть прямая АМ пересекает окружность 5, в точке D. 

Тогда д МРС= 1 МСА= L MAB, поэтому CD | AB. Далее, 

Е САМ = 4 МСВ= 1 MDB, поэтому АС|]ВО. Таким образом, 

ABDC — параллелограмм, и его диагональ AD ‘делит диагональ BC 

пополам. | 

2.30. Проведем прямую /,, касающуюся 5, в точке A,. Прямая 

K,K, касается 5, тогда и только тогда, когда L(K,K,, К.А, )= 

= /(K,A,,/,). Ясно также, что Д(К А, 1 )= (А. В, 1) = 0 (4. В, 

A,A,). Аналогично прямая K,K, касается 5, тогда и только тогда, 

когда 1 #K,K,, К.А.) = (А.В, А, А,). Остается’ заметить, что если 

L(K,K,, K,A,)=4(A,B, А.А, ), то L(K, Kz, K,A,)= 2 (K,K,, A,B)= 
= /(K,K,, A,B)+ L(A,B, A,A,)+ L(A,A4,, A,B)= L(A,B, А, А.). 

2.31. Ha хорды АС и A,C, опираются равные углы ABC 

и A,B,C,, поэтому AC=4,C,. 

2.32. Обозначим центр окружности через О. Точки Ри О лежат 

на окружности с диаметром ОМ, т:е. точки О, Р, О и М лежат 

на окружности постоянного радиуса. R/2. При этом либо 

LPOQ=LAOD, либо / РОО = 1 BOD=180°—L4 AOD, т.е. длина 

хорды РО постоянна. 

2.33. Так как / АОС=90°+ 1 В/2 (см. задачу 5.3), то 

LEBD+ / EOD=90° +324 B/2=180°, а значит, четырехугольник 

ВЕО вписанный. На хорды :ЕО и OD опираются равные углы 

ЕВО и ОВО, поэтому EO=OD. 

2.34. Возьмем на продолжении отрезка BD за точку Р такую 

точку О, что / АСО =40°. Пусть Р— точка пересечения прямых АВ 

и ОС. Тогда 1 ВРС =60° и РЫ— точка пересечения биссектрис углов 

треугольника ВСР. Согласно задаче 2.33 AD=DQ. Кроме того, 

L ВОС= L ВСО = 80°. Следовательно, . BC=BD+ DQ=BD+DA. 
2.35. Достаточно проверить, что внешний угол АСР треугольника 

BCD в два раза больше угла при вершине В. Ясно, что 

д АСр= 1 АОр=2 1 АВР. — 
'’ 2.36. Пусть О — центр окружности 5. Точка В является центром 

описанной окружности треугольника ACD, поэтому 

LCDA= 1 АВС]2 = 30°, а значит, / ЕОА=2 1 EDA=60°, т.е. тре- 

угольник EOA равносторонний. Кроме того, 

Е АЕС = 1 AED=L AOB=24 AOC, поэтому точка Е является цен- 

тром описанной окружности треугольника АОС. Следовательно, 

ECe EO. 
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2.37. Рассмотрим два положения подвижной окружности: в пер- 

вый момент, когда точка К попадает на неподвижную окружность 

(точку касания окружностей в этот момент мы обозначим через К, ), 

и какой-нибудь другой (второй) момент. Пусть О — центр неподвиж- 

ной окружности, О, и О, — положения центра подвижной окружности 

в первый и во второй моменты соответственно, К, — положение точки 

К во второй момент. А— точка касания окружностей во второй 

момент. Поскольку окружность катится без проскальзывания, длина 

дуги K,A равна длине дуги К,А. Так как радиус подвижной 

окружности в два раза меньше, / К.О. А=2/К,ОАЛ. Точка О лежит 

на подвижной окружности, поэтому / К,ОА= 1 K,0,A/2= 1 K,OA, 

т.е. точки K,, К, и О лежат на одной прямой. 

Траектория движения — диаметр неподвижной окружности. 

2.38. Точки № и С лежат на окружности с диаметром АМ 

Углы МАМ и МСМ опираются на одну дугу, поэтому они равны. 

“ 2.39. При симметрии относительно биссектрисы угла ВОС прямые 

АС и DB переходят друг в друга, поэтому нужно доказать, что 

L.C'AB'= 1 В’РС.. Так как BO=B'O, CO=C'O и АО:РО=СО: ВО, 

то АО'В’О=роО`СО, т.е. четырехугольник АС’В’Р вписанный 

и LCAB=2 BDC. ` 

2.40. Обозначим точки пересечения и углы так, как показано на 

рис. 14. Достаточно проверить, что х= 90°. Углы четырехугольника 

BMRN равны 180°—ф, а-+ф, 

В+ф и x, поэтому равенство 
x=90° эквивалентно равенству 

(2a+ o)+(2B+ @)=180°. Остает- 

ся заметить, что 24+ф= 4 BAD 

и 2В+ф= 1 BCD. 

2.41. a). Достаточно дока- 

зать, что если Р, — точка бис- 

сектрисы угла В (или ее продол- 

жения), из которой отрезок ВС 

виден под углом 90°, то P, 

лежит на прямой MN. Точки 

Р, и М№ лежат на окружности 

с диаметром СО, где О — точка 

пересечения биссектрис, поэтому 

1 (Р.М, NC)=L(P,0, ОС) = Рис. 14 
= (180°—/ A)/2= 4 (ММ, NC). 

6) Так как / ВРС —=90°, то  ВР= ВС соз(В]2), поэтому 

блвр : Sanc= (ВР sin (В/2)): (ВС sinB)=1: 2. | 
2.42. Возьмем точку N так, что ВМ|МС и NC|| BM. Тогда 

NA||CD, 1 МСВ= 1 СВМ= 1 СРМ= 1 МАВ, т.е. точки А, В, 
№ и С лежат на одной окружности. Поэтому £ACD= 

= { NAC= 1 МВС= 1 ВСМ. 
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2.43. Точки A,, B,, Си P лежат Ha одной окружности, поэтому 

L(A,B,, B,P)=L(A,C, CP)=ZL(BC, СР). Аналогично / (В.Р, 

В.С.)= 1 (АР, АВ). Следовательно, /(А.В,, В.С. )= (BC, CP)+ 

+1 (АР, АВ)= 1 (В.В, B,C,)+ 1 (А, В,, В,В)= 1 (А, В,, В,С,). Ана- 
логично проверяется, что‘и все другие углы треугольников A,B,C, 

и A,B,C, равны или составляют в сумме 180°; следовательно, эти 

треугольники подобны (см. задачу 5.42). | 

_2.44. Точки О’и С лежат на окружности с диаметром РО, 

поэтому £4 О’СО= 1 Q’PQ=30°. Следовательно, / ВСО’ = 60°. Ана- 

логично / СВО’ = 60°, а значит, треугольник ВО’С правильный. 

Аналогично треугольник СР’Р правильный. 

2.45. Пусть / BAD=2a и / СВА=2В; для определенности будем 

считать, что “>В. Возьмем на стороне CD точку Е так, что 

DE=DA. Тогда CE=CD—AD=CB. Угол при вершине С равнобед- 

ренного треугольника ВСЕ равен .180°—2а, поэтому 1 СВЕ=а. 

Аналогично / РАЕ= В. Биссектриса угла В пересекает CD в некоторой 

точке F. Так как / ЕВА =В= / AED, четырехугольник ABFE вписан- 

ный, а значит, / РАЕ= / ЕВЕ =а-—В. Следовательно, ./ FAD=B+ 

+(a—B)=a, т.е. АР— биссектриса угла А. 

2.46. Так как ED=CB, EN=CM и / РЕС= L ВСА= 30° (рис. 15), 

то AEDN=ACBM. Пусть / МВС= 1 NDE=a, L BMC= ZL END=B. 
~ Ясно, что £ БМС= 180° -— В, 

Рассматривая — треугольник 

BNC, получаем £BNC= 

=90°—a. Поскольку «+P= 
= 180° — 30° =150°, то / DNB= 

= / DNC+ LCNB=(180° — 

—В) + (90° —a) = 270° —(a+ 

+В) =120°. Поэтому точки 

В, О, № и О (О центр 

шестиугольника) лежат на 

одной — окружности. При 

этом CO=CB=CD, т.е. 

С — центр этой окружности, 

следовательно, ^=СМ: СЕ= СВ: СА=1 : /3. 
2.47. Пусть D— вторая точка пересечения описанных окружностей 

треугольников A,BC и AB,C. Тогда L(AC, СР)= 1 (АВ,, B,D) 

и (DC, CB)=L(DA,, A,B). Поэтому Z(A,C,, СВ, )= 2 (АС, 

СВ)= 1 (АС, CD)+ 1 (РС, СВ)= 1 (АВ,, B,D)+ L(DA,; А, В)= 1 (А.Б, 

РВ, ), т.с. точки A,, B,, С, и D лежат на одной окружности. 

Следовательно, £(A,C,, С.2)=1(А,В,, B,D)=L(AC, CD). Учи- 
тывая, что A,C, | АС, получаем требуемое. 

‚ 2.48. Пусть точка М симметрична точке А, относительно. прямой 

АС. Согласно задаче 1.57 точка М лежит на прямой B,C,. Поэтому 

L{LM, MA,)=L(C,B,, B,A)=L(C,C, СВ)= ДЕК, КА,), т.е. 
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Touka М лежит на описанной окружности треугольника A,KL. 

Следовательно, центр этой окружности ‘лежит на прямой АСЫ— 

серединном` перпендикуляре к отрезку А! М. 7 

2.49. Пусть РО — диаметр, перпендикулярный AB, причем 

О и С лежат по одну сторону от AB; Г— точка пересечения 

прямой ОО с описанной окружностью; М’и М№' — точки пересечения 

прямых ГВ’ w ГА’ со сторонами AC и ВС. Достаточно проверить, 

что М’=М и NEN. 

Так как ~PA+W—AB'+W~B'Q=180°, то ~B’Q=LA, а значит, 
1 В.ГО= 1 М’АО. Следовательно, четырехугольник АМ’ОГ, вписан- 

ный и / МОА=ЁМ'ГА= 1 В/2. Поэтому 4 СМО=(ДА+АВ)/2, 
т.е. М’=М. Аналогично №' = М. 

2.50. Так как AADMCACBM и AACMWADBM, то 
Ар: СВ=рМ:ВМ и AC:DB=AM:DM. Остается перемножить эти 

равенства. 

2.51. Пусть О, —точка пересечения прямой BD с окружностью, 

отличная от точки В. Тогда %—АВ=_АБ,, поэтому 1 АСВ= 

=/AD,B=LABD,. Треугольники АСВ и ABD имеют общий угол 

А и, кроме того, £ АСВ= 1 ABD, поэтому ААСВ <> А АВР. Сле- 

довательно, AB: AC=AD: АВ. 

2.52. Пусть Ор-— центр окружности. Так kak ДМАС= 

= / АСО= 1 САО, то ДАМС= А АБС. Аналогично А СЬВ= ACNB. 

Так как Л АСР со А СРВ, то СР?=АР.РВ=АМ - МВ. 
| 2.53. Точки В, и Н лежат на ‚окружности с диаметром АВ, 

поэтому L (AB, BC)= L (AB, BH)=L(AB,, B,H)=L(B,C,, В.Н). 

Аналогично / (АС, BC)= L(B,C,, С.Н). 

2.54. На продолжении отрезка ВР за точку Р возьмем точку 

D tax, что PD=CP. Тогда треугольник CDP правильный и СР | OP. 

° | | 1 
Поэтому ВР: PO=BD:DC=(BP+CP):CP, т. е. РО CP’ BP 

2.55. Отрезок QE виден из точек А и В под углом 45°, поэтому 

четырехугольник АВЕО вписанный. А так как / АВЕ= 90°, то 

1 АОЕ=90°. Следовательно, треугольник AQE прямоугольный рав- 

нобедренный и AE /AQ=,/2. Аналогично AF (/AP=,/2. 

2.56. Так как / АМС= 1 АВС= 1 САВ, то ACAMWACNA, 

а значит, CA: СМ =СМ: СА, т. e~CM -CN=AC?’, и АМ: МА=СМ: СА. 

Аналогично ВМ:МВ=СМ:СВ. Поэтому (АМ BM /(AN „Вм)= 
=CM?/CA?=CM?/(CM:CN)=CM/CN. 

2.57. Так как AK=AB=CD, AD=BC=CH и LKAD= L BCH, 

то NADK=ACHD и DK=DH. Покажем, что точки A, К, Н, 
Си Р лежат на одной окружности. Опишем вокруг треугольника 

ADC окружность. Проведем в этой окружности херду СК,’ парая- 

лельно AD и хорду АН, параллельно РС. Тогда K,A+DC 
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и H,C=AD. Значит, K,=K u H,=H, т.е. построенная окружность 
проходит через точки К и Ни углы КАН и КРН-равны, так как 

они опираются на одну дугу. Кроме того, уже было показано, что 

KDH — равнобедренный треугольник. 
2.58. a) / РВА = PAC, и LPBC,=24PAB,, поэтому прямо- 

угольные треугольники PBA, и РАС,, PAB, и PBC, подобны, т. е. 

РА, :РВ=РС,:РА, PB,:PA=PC,:PB. Перемножая эти равенства, 

получаем РА, . РВ, =РС:. 

6) Согласно а) Олд”’=./ОВ’. ОС’, OB"=./OA':OC', OC"= 
=f OA'-OB', Перемножая эти равенства, получаем требуемое. 

2.59. Пусть К, L, М и №— основания перпендикуляров, опущен- 

ных из точки E на' прямые AB, BC, CD и DA. Точки К и N лежат 

на окружности с диаметром AE, поэтому / (ЕК, KN)=L(EA, АМ). 

Аналогично / (ЕГ, LM)= 1 (ЕС, СМ)= 1 (ЕА, АМ), а значит, / (EK, 
KN)= 1 (ЕТ, LM). Аналогично /(ЕМ, МК)=1(ЕМ, ML) и (КЕ, 
EN)=L(LE, EM). Следовательно AEKNCAELM, а значит, 

ЕК: ЕМ=ЕЁ:ЕМ, т.е. ЕМ=ЕК `ЕМ [ЕЁ = ас [Ь. 

2.60. Пусть Н— точка пересечения высот, М — середина стороны 

ВС. Точки A,, B, и С, лежат на окружности с диаметром МН, 

поэтому /(В.А,, А.С.)= 1 (В.М, МС.)= 1 (АС, АВ). Кроме того, 

L(A,B,, B,C,)=L(A,H, HC,)=L(BC, АВ) и L(A,C,, 

C,B,)=zt4 (BC, АС). 

2.61. Пусть М — точка пересечения медиан, Н — точка пересечения 

высот треугольника АВС. Точки A,, В, и С, — проекции точки М на 

высоты, поэтому они лежат на окружности с диаметром МН. 

Следовательно, £(A,B,, В.С, )= L(A, НС)= 4 (ВС, АВ). Записы- 

вая‘ аналогичные равенства для других углов, получаем требуемое. 

2.62. Пусть прямые ВМ и DN пересекают 5, в точках Си С, 

соответственно. Докажем, что прямые DC, и СМ симметричны 

относительно прямой AN. Так как BN 1 NA, достаточно проверить, 

что / СМВ= / BND. Но дуги СВ и BD равны. Дуги С.М и CL 

симметричны относительно прямой АМ, поэтому они равны, а значит, 

£MDC,=LCML. Кроме того, 1 СММ = 4 MND. Следовательно, 

АМСМ < АБММ, т.е. СМ: ММ= ММ: DN. 

2.63. Опустим из точки О перпендикуляры ОК, и ОМ, на КЁ 

и NM, из точки P перпендикуляры РМ, и PL, на ММ и КЕ. 

на ос _ ок, _ ON, ОС? _ ОК, ON, 
CHO, что —=—=—, т.е. = . 

РС PL, PM, © PC? PL,: PM, 

LKNC=LMLC и LNKC=LLMC, то QN,:PL,=QN:PL 

и QK,:PM,=QK: PM. Поэтому 

Tak kak 

QC? QK:-QN AQ-QB (AC-QC)-(AC+QC)_ AC?-@QC? 

РС? РЕ.РМ PB-AP (AC—PC):(AC+PC) AC?—PC? 

Отсюда получаем ОС=РС. 

50-



2.64. a) Так как £CAM=LCBM и LCB,M=LCA,M, то 

LB,AM=LA,BM и [АВМ= ВА! М. 

6) Пусть М, — такая точка окружности 5 с диаметром Со, что 

СМ, ||A,B,; М, — точка пересечения окружности 5 с описанной 

окружностью треугольника АВС; A, и В, — точки касания вписанной 

окружности со сторонами ВС и АС. Достаточно проверить, что 

M,=M,. Согласно задаче а) AAB,M,~©ABA,M,, поэтому 

B,M,:A,M,=AB,:BA,. A так как CA,=p—b=BA, и СВ, =АВ,, то 

‘В.М, _этВ,СМ, зтСА,В, _ СВ, AB, 
А.М, sinA,CM, sinCB,A, CA, ВА, 

На дуге A,CB, окружности 5 существует единственная точка X, 

для которой B,X:A,X=k (cm. ` задачу 7.14), поэтому М, =М.. 

2.65. Пусть О — центр описанной окружности треугольника, М — 

середина стороны AB, Н — основанис высоты СН, ОБ — середина той 

из дуг, задаваемых точками А и В, на которой не лежит точка 

С. OD\|CH, поэтому 4 ОСН= 1 MDC. Биссектриса делит пополам 

угол между медианой и высотой тогда и только тогда, когда 

LMCD= {4 РСН= / МЬС= / ОРС= 1 ОСЬ, т. ве. M=O и AB— диа- 

метр окружности. 

2.66. Пусть a= А < 1 В. Согласно предыдущей задаче / С=90°. 

Медиана СМ делит треугольник АВС на два равнобедренных 

треугольника. / ACM=/ A=a, / MCB=3a, значит, 0+30=90°, т. е. 

и=22,5°. Поэтому £4 А=22,5°, / B=67,5°, / С=90°. 

2.67. Пусть Р — точка, в которой прямая AE пересекает описан- 

‘ную окружность. Точка D является серединой дуги ВС. Поэтому 

MD} AH, причем точки А и О лежат по разные стороны от прямой. 

МН. Следоватсльно, точка Е лежит на отрезке MH. 

2.68. Ясно, что / (АО, ОР)= 1 (АМ, NP)=L(PM, MB)= 1 (ОР, 

ОВ). Поэтому точка О лежит на окружности, из которой отрезок 

АВ видзи под углом 2/4 (AC, СВ), причем прямая ОР делит дугу 

АВ этой окружности пополам. 

2.69. Точки Ри О лежат .на окружности с диаметром АД; ‘эта 

окружность пересекает сторону ВС в точке F (F не совпадает с D, 

если АВЕЁАС). Ясно, что L(FC, СЕ)= (ВА, АЕ)= 1 (РА, 

АО)= 1 (БЕ, ЕО), т.е. ЕС|ЕО. Аналогично ВЕ | ЕР. Для завершения 

доказательства остается заметить, что площади треугольников, 

прилегающих к боковым сторонам трапеции, равны. 

2.70. Пусть 1 AOB=~4 H 1 COD=B8. Тогда 

4/2+В/2= 1 АБРР+ 1 РАР=90°. А так как 25.0в=А? эта 
и 2Scop=R?7 sinf, где В-- радиус описанной окружности, то 

S,op=Scop. Аналогично Эрос = дор. 

2.71. Пусть / AOB=2a и LCOD=28. Тогда ч+В= 1 АРР+ 
+ ZPAD=90°. Поэтому (AP?+ ВР?)+(СР*+ОР?*)=АВ?*+ СР? = 
=48? ($1129 +с052 9) =4А?. Аналогично ВС?+ АР? =48?. 
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2.72. Пусть М — середина АС, N—cepenuna BD. AM*=AO?*— 
—OM?, ВМ?=ВО?-ОМ?, ‘поэтому AC?+BD?=4(R*—OM?)+ 
+4(R?—ON?)=8R?—4(OM?4+ON*)=8R?—40P?, так как ОМ?+ 
+ ON*=OP?. | 

2.73. Острые углы BLP и BDC имеют соответственно перпендикуляр- 

ные стороны, поэтому они равны. Следовательно, / BLP=/ BDC= 

=/ ВАР. Кроме того, АХ |ВГ и AL1 ВК. Поэтому AKLB— ромб. 

2.74. Возьмем на описанной окружности точку Ш)’ Tak, что 

DD'||AC. Так как DD'1BD, то ВР’ — диаметр, а значит, 

LD'AB=LD'CB=90°. Поэтому = Syscp=Sapcp =(АР’. АВ+ BC x 

x CD')/2=(AB:CD+ BC: AD)/2. 

2.75. Проведем диаметр АР. /ВЕА=/ ВСР и LABE= 

= / ВРС=90°, поэтому /ЕАВ= / СВР. Углы, опирающиеся на 

хорды ЕВ и CD, равны, поэтому LB=CD. Так как / ЕВА =90°, 

расстояние от`точки О до АВ равно EB/2. 

2.76. Пусть перпендикуляр,  опущенный из точки Р на ВС, 

пересекает ВС в точке Ни AD в точке М (рис. 16). / ВРА= 1 ВСА= 

= 1 ВРН= / MPD. Из равенства уг- 

А лов MDP и MPD следует, что MP— 

медиана ‘прямоугольного треугольни- 

ка APD. В самом gene, / АРМ= 

=90°— / MPD=90°— 1 MDP= L РАМ, 

т.е. AM=PM=MD. 

2.77. Середины сторон четырех- 

угольника ABCD являются вершина- 

ми прямоугольника (см. задачу 1.2), 

поэтому они лежат на одной окру- 

жности. Пусть К и Г, — середины 

сторон АВ и CD, М — точка пересече- 

C ния прямых KP и CD. Согласно 

Рис. 16 задаче 2.76 РМ 1 СЬ, а значит, M— 

проекция точки Р на сторону CD 

и точка М лежит Ha окружности с диаметром КГ. Для остальных 

проекций доказательство аналогично. 

2.78. а) Следует отметить, что так как точки A, В, Си D pas- 

бивают окружность на дуги, меньшие 180°, то построенный четы- 

рехугольник содержит эту окружность. Угол ф между касательными, 

проведенными через точки А и В, равен 180°— 1 АОВ, а угол 

\ между касатеЛьными, проведенными через точки С u.D, равен 

180°—1 СОБ. Так как £4 AOB+ 4 СОБ = 180°, то ф+у=180°. 

`’Замечание. Обратно, из равенства ф-+\у=180° следует, что 

L АОВ+ 1 COD= 180°, т.е. AC LBD. 

6) Пусть О — центр вписанной окружности. Так как 

[ АКО+ L ВМО=90°, то [ АКО=1ВОМ и AAKOWA BOM. Сле- 
довательно, АК: ВМ = ВО - АО=г?. 
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2.79. Предположим сначала, что описанные окружности треуголь- 

ников А’ВС и АВ’С не касаются и РЬ—их общая точка, отличная 

от С. Тогда (РА, PB)=L(PA, РС)+1(РС, РВ)= 1 (В'’А, 
B'C)+ L(A'C, А’В)= L(C'A, С’В), т.е. точка Р лежит на описанной 

окружности треугольника АВС’. 

В случае, когда описанные окружности треугольников А’ВС 

и АВ’С касаются, т.е. P=C, требуются незначительные изменения: 

вместо прямой РС нужно взять общую касательную. 

2.80. а) Применяя утверждение задачи 2.79 к треугольникам 

AB,C,, АВС, и A,B,C, построенным на сторонах треугольника 

A,B,C,, получаем требуемое. | 

6) Пусть Р — точка пересечения указанных окружностей. Докажем, 

что величина угла / (AP, РС) постоянна. Так как / (АР, РС) = 1 (АР, 

АВ)+ 21 (АВ, ВС)+ [ (ВС, PC), а угол £(AB, ВС) постоянен, To 

остается проверить, что сумма / (АР, AB)+ / (ВС, РС) постоянна. 

Ясно, что (АР, АВ)+ (ВС, СР)= 1 (АР, АС, )+1(СА,, 

СР)=1 (В.Р, B,€,)+2(B,4;, B,P)=L(B,A,, В.С, ), а величина 

последнего угла постоянна по условию. Аналогично доказывается, 

что величины углов / (AP, РВ) и / (ВР, РС) постоянны. Следо- 

вательно, точка FP остается неподвижной. 

2.81. Как следует из задачи 2.80,6), доказательство достаточно 

провести лишь для одного такого треугольника A,B,C,, например 

для треугольника с вершинами в серединах сторон треугольника 

АВС. Пусть Н— точка пересечения высот треугольника A,B,C,, 

т.е. центр описанной окружности треугольника АВС. Tak как 

A,HLB,C, и ВН-ТА,С,, то L(A,H, HB,)=L(B,C,, АС, )= 

=/(A,C, СВ,), т.е. точка Н лежит на описанной окружности 

треугольника A,B,C. Аналогично доказывается, что она лежит на 

описанных окружностях треугольников A,BC, и AB,C,. 

2.82. a) Пусть Хб— точка пересечения описанных окружностей 

треугольников АВС и АВ’С’. Тогда /(ХВ’, ХС)= 1 (ХВ', XA)+ 

+0 (ХА, ХС)= 1 (С’В’, С'А)+ 2 (ВА, ВС). Так как АС’= АР= АВ’, To 

треугольник С’АВ’ равнобедренный, причем / С’АВ’=21 A, поэто- 

му ~ L(C'B, C’A)=LA-—90°. Следовательно, L(XB’, 

XC)= 1 А-90°+ 1 В=90°— LC=L(A'B’, А’С), т. е. точка Х лежит на 

описанной окружности треугольника А’В’С. Для описанной окружно- 

сти треугольника А’ВС’ доказательство аналогично. 

6) Пусть Х — точка пересечения описанных окружностей треуголь- 

ников А’В’С’ и A'BC. Докажем, что она лежит на описанной 

окружности треугольника АВС’ Ясно, что 1 (ХВ, ХС’) = 1 (ХВ, 

ХА’) + L(XA', XC')=L(CB, СА’)+ 1 (В’А’, В’С’). Пусть A,, В, 
и С, — середины отрезков PA’, РВ’и PC’. Тогда / (СВ, СА’) = 1 (СР, 

СА )= 1 (В.Р, B,A,), 1 (В’А’, В’С’)= 1 (В А,, B,C,) и (АВ, 

АС’)= 1 (АР, АС, )= (ВР, B,C,). Следовательно, L (XB, 

XC')= L(AB, АС’). | 
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Аналогично доказывается, что точка Х лежит на описанной 

окружности треугольника АВ’С. 

в) Так как ОА’— общая хорда окружностей с центрами О и IJ, 

то QA'1O/. Аналогично ОВ’ТОУ и QCILIJ. Поэтому стороны 

углов О/Г и В’ОС, а также углов ОМ и А’ОС взаимно перпен- 

дикулярны, а значит, sinOJJ=sin B’QC и sinOJJ=sin А’'ОС. Следо- 

вательно, ОГ: OJ=sin ОГ: sinOIlJ=sinB'QC:sin A'QC. Ясно также, что 

01 _ sinQJI _ sin (ОЛС/2) _ sinQB’C 

OJ sinQIJ sin(Q/C/2) sinQA'C’ 

Учитывая, что sinB’QC:snQB’'C=B'C:QC и sinA'QC:sinQA'C= 

=A'C:QC, получаем 

ОГ ОГ ВС A'C 

ОГО OC’ QC ‘ 

2.83. а) Из условия задачи следует, что никакие три прямые 

не пересекаются в одной точке. Пусть прямые AB, AC, ВС 

| В перссекают четвертую прямую 

в точках D; E, Е соответственно 

(рис. 17). Обозначим через Р точку 

пересечения описанных окружно- 

р стей треугольников АВС и CEF, 

отличную от точки С. Дока- 
А 

жем, что точка Р принадлежит 

С описанной окружности треугольни- 

7 Е с ка BDF. Для этого достаточно 

проверить, что (BP, PF)= 

Рис. 17 =1 (ВР, DF). Ясно, что (ВР, 
РЕ)= 1 (ВР, РС)+ 1 (РС, РЕ)= 

=/(BA, АС)+ 1 (ЕС, ЕР)= 1 (ВБ, АС)+ 1 (АС, DF)=L(BD, БЕ). 

Аналогично доказывается, что точка Р принадлежит описанной 

окружности треугольника ADE. 

6) Воспользуемся обозначениями рис. 17. Согласно задаче a) 

описанные окружности треугольников ABC, ADE и BDF проходят 

через точку Р, поэтому их можно рассмотреть как описанные 

окружности треугольников АВР, ADP и ВБР. Следовательно, их 

центры лежат на окружности, проходящей через точку Р (см. 

задачу 5.86). Аналогично доказывается, что центры любых трех из 

данных окружностей лежат на окружности, проходящей через точку 

Р. Следовательно, все четыре центра лежат на окружности, про- 

ходящей через точку Р. 

2.84. а) Пусть РЬ— точка Микеля для прямых AB, BC, CA 

и A,B,. Углы между лучами PA, РВ, РС и касательными к окру- 

жностям 5,, S,, S, соответственно равны / (PB,, В, А)= 1 (РС,, С.4), 

L(PC,, C,B)=L(PA,, A,B), L(PA,, A,C)=L(PB,, В.С). А так 
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как / (PC,, C,\A)=L(PC,, C,B)=L(PA,, A,C)=, то при повороте 

на угол © с центром Р прямые РА,.РВ и РС переходят в касательные 

к окружностям S,, S, и S,, а значит, при повороте на угол 90°—ф 

эти прямые переходят в прямые PO,, РО, и РО.. Кроме того, 

PO,/PA=PO,/PB=PO,/PC=1/2sing. Следовательно, при повороте 

на 90°—ф и гомотетии с центром Р и коэффициентом 1/2sing 

треугольник АВС переходит в О.О,О.. 

6) Рассмотренное в решении задачи а) преобразование перево- 

дит центр О описанной окружности треугольника АВС в центр 

О’ описанной окружности треугольника О.О,О., а ортоцентр Н тре- 

угрльника АВС в ортоцентр HA’ треугольника O,0,0,. Достроим 

треугольник ОО’Н’ до параллелограмма ОО’Н’М. Так как 

ОН/ОМ=оОНнН/О’Н'=2ятф и 1(НОМ= 1 (НО, О’Н’)=90°-—Ф, то 

МН=МО, т. е. точка М лежит на серединном перпендикуляре к отрезку 

ОН. Остается заметить, что для вписанного четырехугольника ОО,О,О, 

точка М определена однозначно: взяв вместо точки О любую из точек 

O,, O,, О., получим ту же самую точку М (см. задачу 13.33). 

2.85. Можно считать, что лучи АВ и DC пересекаются в точке 

Е, а лучи ВС и АРр—в точке F. Пусть Рр— точка пересечения 

описанных окружностей треугольников ВСЕ и CDF, Тогда 

/ СРЕ= 1. АВС и 1 СРЕ= 1 ADC. Поэтому 1 СРЕ+ 1 СРЕ= 180°, 

т.е. точка Р лежит на отрезке FF. | 
2.86. a) Так как / (АР, PD)=ZL(AP, РЕ)+ 1 (РЕ, РО)= 1 (АС, 

CD)+ 1 (АВ, ВО)=1 (АО, OD), точки А, Р, D и О лежат на 

одной окружности. | 
6) Ясно, что 1(ЕР, PO)=L(EP, PA)+(PA, РО)= 1 (ОС, 

СА)+1(РА, DO)=90°, так как дуги, на которые опираются эти 

углы, составляют половину окружности. 

2.87. Воспользуемся обозначениями рис. 17. Проекции точки Р на 

прямые СА и СВ совпадают с ee проекциями на CE и CF. 

Следовательно, прямые Симсона точки Р относительно треугольников 

АВС и CEF совпадают (см. задачу 5.85, а). 

2.88. Пусть точка А’ симметрична точке А относительно середин- 

ного перпендикуляра к отрезку ВС. Тогда /ОАН= 1 AOA'/2= 

= / ABA'=|LB-LC|\. 

2.89. Так как АА’— диаметр, To A’C1AC, поэтому BH | A'C. 

Аналогично СН] А’В. Следовательно, ВА’СН — параллелограмм. 

2.90. Пусть [— прямая, параллельная двум исходным прямым; 

Р— точка пересечения прямых т и п. Тогда L(AD, РВ)= 1 (т, 

АВ)+ 1 (АВ, п)= 0 (АС, 1)+ 2, СВ)= 1 (АС, СВ), а значит, точка 

) лежит на описанной окружности треугольника АВС. _ 

2.91. а) Пусть О —середина дуги окружности 5, лежащей внутри 

треугольника АВС. Тогда / СВО = 1 ВСО, а по свойству угла между 

касательной и хордой / ВСО = 1 ABO. Поэтому ВО — биссектриса 

угла АВС, т.е. О — центр вписанной окружности треугольника АВС. 
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Аналогично доказывается, что середина дуги окружности $5, 

лежащей вне треугольника АВС, является центром его вневписанной 

окружности. 

6) Требуется доказать, что центр рассматриваемой окружности 

$ лежит на биссектрисе угла ВАС. Пусть Р— точка пересечения 

биссектрисы этого угла с описанной окружностью треугольника 

АВС. Тогда DB=DO=DC (см. задачу 2.4, а), т.е. О- центр 

окружности 5. | 

2.92. Если угол С прямой, то решение задачи очевидно: С является 

точкой пересечения прямых A,B, А.В., AB,. Если же 1C#90°, то 

описанные окружности квадратов ACA,A, и ВСВ, В. имеют кроме 

С еще одну точку общую точку C,. Тогда L(AC,, 

А.С!) =1(А2С1, АС.) = £(A1Cy, С.С) = L(C,C, С.В!) = 2 (Ci Bi, 
C,B,)= 1 (С:В., С. В)=45° (или же —45°; важно лишь то, что все 
углы имеют один и тот же знак). Поэтому 

L(AC,, С.В, )=4.45° =180°, т.е. прямая AB, проходит через точку 
C,. Аналогично A,B, и A,B проходят через точку С.. 

2.93. Пусть Р и О -— центры окружностей 5, и 52; a= Д АРС, 

В=1 ВРС; прямые АС и ВС пересекают 5 в точках Ки L. Так 

как L OAP= L ОВР=90°, TO L AOB=180°—a—B. Далее, 

L ГОВ= 180°—2/ ГВО=21 СВР= 180°—В. — Аналогично lL KOA= 

=180°—a. Поэтому /ГОК= 1 ГОВ+ 4 КОА- 1 АОВ=180°, т.е. 

КТ, — диаметр. 

2.94. Рассмотрим точки М’, Р’, О’и К’, симметричные точкам 

М, P, О и К относительно прямой OA. Так как: точка С симметрична 

точке В относительно OA, прямая Р’О’ проходит через точку С. 

Легко проверяются следующие равенства: /(С5, №5)= 1 (0’0О, NQ)= 
=1(О’Р’, МР’) = Д(СР’, МР) и L(CR’, Р’К’)= L(MM’, Р’М’)= 1 (ММ, 
P'N)=L(CN, Р’М). Из этих равенств получаем, что точки С, М, 
Р:, 5 и В’ лежат на одной окружности. Но точки 5, К’и С лежат 

на одной прямой, поэтому 5= К°.



Глава 3 

OKPYKHOCTH 

Основные сведения 

1. Прямую, имеющую ровно одну общую точку с окружностью, 
называют касательной к окружности. 

Через любую точку А, лежащую вне окружности, можно провести 
ровно двс касательные к окружности; пусть В и С точки касания, 
О— центр окружности. Тогда: 

а) АВ= АС; 
6) / ВАО = 1 САО; 
в) ОВ АВ. 
(Иногда касательной мы будем называть не прямую АВ, а отрезок 

АВ. Например, свойство а) можно сформулировать так: «касательные, 
проведенные из одной точки, равны».) 

2. Пусть прямые [1 и [., проходящие через точку A, пересекают 
окружность в точках B,, С, и Bz, Cz, соответственно. Тогда 
AB,:AC,=AB,:AC,. В самом деле, AAB,C,~©AAB,C, по трем 
углам (советуем читателям самостоятельно доказать это, используя 
свойства вписанных углов и рассматривая два случая: А лежит вне 
окружности и А лежит внутри окружности). 

Если прямая Il, касается окружности, т.е. В›=С., то 
AB,:AC,=AB}. Доказательство производится так же, как и в пре- 
дыдущем случае, только теперь нужно воспользоваться свойствами 
угла между касательной и хордой. 

_ 3. Прямая, соединяющая центры касающихся окружностей, про- 
ходит через их точку касания. 

4. Величиной угла между двумя пересекающимися окружностями 
называют всличину угла между касательными к ним, проведенными 
через точку пересечения. При этом безразлично, какую из двух 
точек перессчения окружностей мы выберем. 

Угол между касающимися окружностями равен 0°. 
5. При решении задач § 6 используется одно свойство, не 

имеющее прямого отношения к окружностям: высоты треугольника 
пересекаются в одной точке. Доказательство этого факта можно 
найти в решениях задач 5.45 и 7.41, а можно пока принять на веру. 

6. Уже в середине У в. до н.э. Гиппократ с острова Хиос (не 
путайте его со знаменитым , врачом Гиппократом с острова Koc, 
жившим несколько позже) и пифагорейцы начали решать задачу 
квадратуры круга. Она формулируется следующим образом: постро- 
ить с номощью циркуля и линейки квадрат, имеющий ту же 
площадь, что и данный круг. В 1882г. немецкий математик 
Линдеманн . доказал, что число п трансцендентно, т. с. не "Является 
корнем многочлена с целыми коэффициентами. Из этого, в частности, 
следуст, что задача квадратуры круга неразрешима. 
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По-видимому, многим давала надежду на возможность квад- 
ратуры круга задача 3.38 (задача о «луночках Гиппократа»): площадь 
фигуры, образованной дугами окружностей, равна площади треуголь- 
ника. Решив эту задачу, постарайтесь понять, почему в данном 
случае подобные надежды не имели оснований. 

Вводные задачи * 

1. Докажите, что из точки A, лежащей вне окружности, 

можно провести ровно две касательные к окружности, причем 
длины этих касательных (т.е. расстояния от А до точек 
касания) равны. 

2. Две окружности пересекаются в точках A и В. Точка 
Х лежит на прямой АВ, но не на отрезке АВ. Докажите, 

что длины всех касательных, проведенных из точки Х к окру- 
жностям, равны. 

3. Две окружности радиусов К и г касаются внешним 
образом (т.е. ни одна из них не лежит внутри другой). 
Найдите длину общей касательной к этим окружностям. 

4. Пусть а и Б— длины катетов прямоугольного тре- 
угольника, с— длина его гипотенузы. Докажите, что: 

а) радиус вписанной окружности этого треугольника равен 

(a+b—c)/2; 
6) радиус окружности, касающейся гипотенузы и продол- 

жений катетов, равен (а+6+с)/2. 

$ 1. Касательные к окружностям 

3.1. Прямые РА и РВ касаются окружности с центром 
O (A и В— точки касания). Проведена третья касательная 
к окружности, пересекающая отрезки РА и РВ в точках 
Х и У. Докажите, что величина угла ХОТ не зависит от 

выбора третьей касательной. 
3.2. Вписанная окружность треугольника АВС касается 

стороны ВС в точке К, а вневписанная — в точке L. Докажите, 

что CK= BL=(a+b—c)/2, где а, 6, с — длины сторон треуголь- 
ника. 

3.3. На основании АВ равнобедренного треугольника АВС 
взята точка E, и в треугольники ACE и ECB вписаны 
окружности, касающиеся отрезка CE в точках М и N. Найдите 
длину отрезка MN, если известны длины отрезков AE и BE. 

3.4. Четырехугольник АВСР обладает тем свойством, что 
существует окружность, вписанная в угол BAD и касающаяся 

продолжений сторон ВС и СР. Докажите, что 
АВ+ ВС =АРр+рЬС. 
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3.5. Общая внутренняя касательная к окружностям с ради- 
усами К и г пересекает их общие внешние касательные 
в точках А и Ви касается одной из окружностей в точке С. 
Докажите, что AC-CB=Rr. 

3.6. К двум окружностям различного радиуса проведены 
общие внешние касательные АВ и CD. Докажите, что 

четырехугольник ABCD описанный тогда и только тогда, 
когда окружности касаются. 

3.7. Дан параллелограмм ABCD. ° Вневписанная окру- 
жность треугольника ABD касается 
продолжений сторон AD и АВ в точ- 
ках М и М. Докажите, что точки 

пересечения отрезка MN с ВС и CD 
лежат на вписанной окружности тре- 
угольника BCD. 

3.8. На каждой стороне четырех- 
угольника ABCD взято по две точки, 77 

и они соединены так, как показано 0 C 
на рис. 18. Докажите, что если все Рис. 18 
пять заштрихованных четырехуголь- 
ников описанные, то четырехугольник ABCD тоже описанный. 

A 8 

$ 2. Произведение длин отрезков хорд 

3.9. Через точку P, лежащую на общей хорде АВ двух 
пересекающихся окружностей, проведены хорда КМ первой 
окружности и хорда LN второй окружности. Докажите, что 
четырехугольник KLMN вписанный. 

3.10. Две окружности пересекаются в точках А и В; 
ММ№М— общая касательная к ним. Докажите, что прямая AB 
делит отрезок МЛМ пополам. 

3.11. Прямая OA касается окружности в точке A, а хорда 
ВС параллельна ОА. Прямые ОВ и ОС вторично пересекают 
окружность в точках К и Г. Докажите, что прямая KL 
делит отрезок OA пополам. 

3.12. В параллелограмме ABCD диагональ АС больше 
диагонали BD; М — такая точка диагонали АС, что четы- 

рехугольник BCDM вписанный. Докажите, что прямая BD 
является общей касательной к описанным окружностям 
треугольников ABM и ADM, | 

3.13. Даны окружность 5 и точки А и В вне ее. Для 
каждой прямой [ проходящей через точку A и пересекающей 
окружность 5 в точках М и М, рассмотрим описанную 
окружность треугольника ВММ. Докажите, что все эти 
окружности имеют ‘общую точку, отличную от точки В. 
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3.14. Даны окружность 5, точки A и В на ней и точка 
С хорды АВ. Для каждой окружности 5’, касающейся хорды 
АВ в точке С и пересекающей окружность 5 в точках 
Ри О, рассмотрим точку М пересечения прямых АВ и РО. 
Докажите, что положение точки М не зависит.от выбора 
окружности 5’. 

§ 3. Касающиеся окружности 

3.15. Две окружности касаются в точке А. К ним 
проведена общая (внешняя) касательная, касающаяся окру- 
жностей в точках С и D. Докажите, что £ САБ =90°. 

3.16. Две окружности 5; и 5) с центрами O, и О, касаются 
в точке А. Через точку А проведена прямая, пересекающая 

5, в точке A, и $) в точке Az. Докажите, что O,A;, || O2A3. 
3.17. Три окружности 51, 5. и S3 попарно касаются друг 

друга в трех различных точках. Докажите, что прямые, 
соединяющие точку касания окружностей 5, и 5. с двумя 
другими точками касания, пересекают окружность 5з в точках, 
являющихся концами ее диаметра. 

3.18. Две касающиеся окружности с центрами 
О и О) касаются внутренним образом окружности радиуса 
К с центром О. Найдите периметр треугольника OO,0 2. 

3.19. Окружности 5, и Sz касаются окружности 5 внут- 
ренним образом в точках А и В, причем одна из точек 
пересечения окружностей 5, и 5. лежит на отрезке АВ. 

Докажите, что сумма радиусов окружностей 5, и Sz равна 
радиусу окружности 5. | 

3.20. Радиусы окружностей 5; и 5., касающихся в точке 
А, равны А иг (R>r). Найдите длину касательной, проведен- 

HOH К окружности 5) из точки В окружности 5,, если 
известно, что АВ=а. (Разберите случаи внутреннего и вне- 
шнего касания.) 

3.21. На отрезке АВ взята точка С. Прямая, проходящая 
через точку С, пересекает окружности с диаметрами АС 
и ВС в точках К и Г, а окружность с диаметром AB—B 
точках М и N. Докажите, что КМ = ГМ. 

3.22. Даны четыре окружности 5:, 52, 53 и 5., причем 
окружности 5; и 5;., касаются внешним образом для 1=1, 
2, 3, 4 ($5 =5!). Докажите, что точки касания образуют 

вписанный четырехугольник. 
3.23. а) Три’окружности с центрами А, В, С, касающиеся 

друг. друга и прямой [ расположены так, как показано на 
рис. 19. Пусть a, 6 и с радиусы окружностей с центрами 

А, В, С. Докажите, что Lf /с=1//а+1/ Jb. 
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Рис. 19 

6) Четыре окружности попарно касаются внешним об- 
разом (в шести различных точках). Пусть а, b, с, а их 

радиусы, ao=1/a, B=1/b, у=1/с и 6=1/d. Докажите, что 
2 (“2+ В? +у2+52)=(&+В+у+5)>. 

$ 4. Три окружности одного радиуса 

3.24. Три окружности радиуса К проходят через точку 
H; А, Ви Срб— точки их попарного пересечения, отличные 
от Н. Докажите, что: 

а) Н— точка пересечения высот треугольника АВС; 

6) радиус описанной окружности треугольника АВС тоже 
равен К. 

3.25. Три равные окружности пересекаются так, как по- 
казано на рис. 20, а или 6. Докажите, что ~AB,+ 
+~BC,+~—CA,=180°, где знак минус берется в случае 6. 

Рис. 20 

3.26. Три окружности одного радиуса проходят через 
точку Р; A,-B и О— точки их попарного пересечения. 
Четвертая окружность того же радиуса проходит через точку 
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Puc. 21 

О и пересекается с двумя другими в точках С и В. При 
этом треугольники ABQ и CDP остроугольные, a четырех- 
угольник ABCD выпуклый (рис. 21). Докажите, что АВСРЫ— 
параллелограмм. 

$ 5. Две касательные, проведенные из одной точки 

3.27. Из точки А проведены касательные АВ и АС 
к окружности с центром О. Докажите, что если из точки 
М отрезок АО виден под углом 90°, то отрезки ОВи ОС 
видны из нее под равными углами. 

3.28. Из точки А проведены касательные АВ и АС 
к окружности с центром О. Через точку Х отрезка ВС 
проведена прямая KL, перпендикулярная ХО (точки К и L ле- 
жат на прямых АВ и АС). Докажите, что КХ=АГ. 

3.29. На продолжении хорды KL окружности с центром 
О взята точка A, и из нее проведены касательные АРи AQ; 
М — середина отрезка РО. Докажите, что 4 МКО = 2 МГО. 

3.30. Из точки А проведены касательные АВ и АС 
к окружности и секущая, пересекающая окружность в точках 
Р и Е; Мр— середина отрезка ВС. Докажите, что 

BM*=DM-ME и угол DME в два раза больше угла DBE 
или угла DCE; кроме того, 1 ВЕМ = 1 DEC. 

3.31. Четырехугольник АВСР вписан в окружность, при- 
чем касательные в точках В и О пересекаются в точке К, 
лежащей на прямой АС. 

а) Докажите, что AB:-CD=BC: AD. 
6) Прямая, параллельная КВ, пересекает прямые BA, BD 

и ВС в точках Р, О и К. Докажите, что PQO=QR. 

ж жж 

3.32. Даны окружность 5 и прямая /, не имеющие общих 
точек. Из точки Р, движущейся по прямой /, проводятся 
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касательные РА и РВ к окружности 5. Докажите, что все 
хорды ` AB имеют общую точку. 

Если точка Р лежит вне окружности 5, а РА и' РВ — касательные 
к окружности, то прямую АВ называют полярой точки Р относительно 
окружности 5. 

3.33. Окружности 5, и 5, пересекаются в точках A и В, 
причем центр О окружности 5, лежит на 5). `Прямая, 
проходящая через точку О, пересекает отрезок АВ в точке 
P, а окружность 5› в точке С. Докажите, что точка Р лежит 

на поляре точки ‘С относительно окружности 51. 

$ 6. Применение теоремы о высотах треугольника 

3.34. Точки С и D лежат на окружности с диаметром 
AB. Прямые АС и BD, AD и ВС пересекаются в точках 
Ри О. Докажите, что ABLPO. 

3.35. Прямые РС и PD касаются окружности с диаметром 
АВ (Си Р— точки касания). Докажите, что прямая, соеди- 
няющая Р с точкой пересечения прямых АС и BD, перпен- 
дикулярна АВ. | 

3.36. Даны диаметр АВ окружности и точка С, не лежащая 

на прямой АВ. С помощью одной линейки (без циркуля) 
опустите перпендикуляр из точки С на АВ, если: 

а) точка С не лежит на окружности; 
6) точка С лежит на окружности. 
3.37. Пусть O,, Оьи О. — центры описанных окружностей 

треугольников РВС, РСА и РАВ. Докажите, что если точки 

O, и Оь лежат на прямых РА и PB, то точка О, лежит 

на прямой РС. 

$ 7. Площади криволинейных фигур 

3.38. На гипотенузе и катетах прямоугольного треуголь- 
ника построены полуокружности, расположенные так, как по- 
казано на рис. 22. Докажите, что сумма площадей обра- 
зовавшихся «луночек» равна площади данного треуголь- 
ника. | 

3.39. В круге проведены два пер- 
пендикулярных диаметра, т. е. четы- 
ре радиуса, а затем построены че- 
тыре круга, диаметрами которых 
служат эти радиусы. Докажите, что 
суммарная площадь попарно общих | 
частей этих кругов равна площади Рис. 22 



ACTH исходного круга, лежащей вне рассматриваемых четырех 
„ругов (рис. 23). | | 

3.40. На трех отрезках ОА, ОВ и ОС одинаковой длины 
(точка В лежит внутри угла AOC) как на диаметрах 
построены окружности. Докажите, что площадь криволиней- 
ного треугольника, ограниченного дугами этих окружностей 
и не содержащего точку О, равна половине площади 
(обычного) треугольника АВС. 

3.41. На сторонах произвольного остроугольного тре- 
угольника АВС как на диаметрах построены окружности. 
При этом образуется три «внешних» криволинейных треуголь- 
ника и один «внутренний» (рис. 24). Докажите, что если из 
суммы площадей «внешних» треугольников вычесть площадь 
«внутреннего» треугольника, то получится удвоенная площадь 
треугольника АВС. 

$ 8. Окружности, вписанные в сегмент 

3.42. Хорда АВ разбивает окружность 5 на..две дуги. 
Окружность 5, касается хорды АВ в точке М и одной из 
дуг в точке № Докажите, что: 

а) прямая ММ проходит через середину Р второй дуги; 
6) длина касательной РО к окружности 5, равна РА. 
3.43. Из точки D окружности 5 опущен перпендикуляр 

DC на диаметр АВ. Окружность 5; касается отрезка СА 
в точке Е, а также отрезка CD и окружности 5. Докажите, 
что РЕ— биссектриса треугольника ADC. 
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3.44. Две окружности, вписанные в сегмент АВ данной 
окружности, пересекаются в точках М и М№. Докажите, что 
прямая MN проходит через середину С дополнительной для 
данного сегмента дуги АВ. 

3.45. Окружность, касающаяся сторон АС и ВС треуголь- 
ника АВС в точках М и М№, касается также его описанной 

окружности (внутренним образом). Докажите, что середина 
отрезка MN совпадает с центром вписанной окружности 

треугольника АВС. 
3.46. Треугольники ABC, и ABC, вписаны в окружность 

5, причем хорды AC, и ВС, пересекаются. Окружность 
5, касается хорды AC, в точке M,, хорды ВС, в точке 

№ и окружности 5. Докажите, что центры вписанных 
окружностей треугольников ABC, и ABC, лежат на отрезке 
М2М№:. 

$ 9. Разные задачи 

3.47. Две окружности имеют радиусы R, и R2, а расстояние 
между их центрами равно 4. Докажите, что эти окружности 
ортогональны тогда и только тогда, когда d*=Ri+R3. 

3.48. Три окружности попарно касаются внешним образом 
в точках A, Ви С. Докажите, что описанная окружность 
треугольника АВС перпендикулярна всем трем окружностям. 

3.49. Две окружности с центрами О, и O, пересекаются 
в точках А и В. Через точку А проведена прямая, пересе- 
кающая первую окружность в точке M,, а вторую в точке 
Мо. Докажите, что £ BO,M,;=L4BO,M). 

$ 10. Радикальная ось 

3.50. На плоскости даны окружность 5 и точка Р. Прямая, 
проведенная через точку Р, пересекает окружность в точках 
А и В. Докажите, что произведение РА-РВ не зависит от 
выбора прямой. 

Эта величина, взятая со знаком плюс для точки Р вне окружности 
и со знаком минус для точки Р внутри окружности, называется 
степенью точки Р относительно окружности 5. 

3.51. Докажите, что для точки P, лежащей вне окружности 
5, ее степень относительно S равна квадрату длины касатель- 
ной, проведенной из этой точки. 

3.52. Докажите, что степень точки Р относительно окру- 
жности 5 равна d?—R*, где R—panuyc 5, 4— расстояние 
от точки Р до центра 5. 
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3.53. На плоскости даны две неконцентрические окружно- 
сти 5, и 5.2. Докажите, что геометрическим местом точек, 

для которых степень относительно 5, равна степени от- 
носительно Sz, является прямая. 

Эту прямую называют радикальной осью окружностей 5, и $.. 

3.54. Докажите, что радикальная ось двух пересекающихся 
окружностей проходит через точки их пересечения. 

3.55. На плоскости даны три окружности, центры которых 
не лежат на одной прямой. Проведем радикальные оси для 
каждой пары этих окружностей. Докажите, что все три 
радикальные оси пересекаются в одной точке. 

Эту точку называют радикальпыл центром трех окружностей. 

3.56. На плоскости даны три попарно пересекающиеся 
окружности. Через точки пересечения любых двух из них 
проведена прямая. Докажите, что эти три прямыс пересека- 
ются в одной точке или параллельны. 

3.57. Даны две неконцентрические окружности 5, и S$}. 
Докажите, что множеством центров окружностей, пересека- 
ющих обе эти окружности под прямым углом, является их 
радикальная ось, из которой (если данные окружности 
пересекаются) выброшена их общая хорда. 

3.58. а) Докажите, что середины четырех общих касатель- 
ных к двум непересекающимся кругам лежат на одной прямой. 

6) Через две из точек касания общих внешних касательных 
с двумя окружностями проведена прямая. Докажите, что 
окружности высекают на этой прямой равные хорды. 

3.59. На сторонах ВС и АС треугольника АВС взяты 
точки A, и В,; [— прямая, проходящая через общие точки 
окружностей с диаметрами AA, и BB,. Докажите, что: 

а) прямая / проходит через точку Н пересечения высот 
треугольника АВС; 

6) прямая / тогда и только тогда проходит через точку 
С, когда АВ.: АС= ВА, : ВС. 

3.60. Продолжения сторон АВ и CD чстырехугольника 
ABCD пересекаются в точке F, а продолжения сторон BC 
и АР— в точке FE. Докажите, что окружности с диаметрами 

АС, ВР и ЕЁ имеют общую радикальную ось, причем на 

ней лежат ортоцентры треугольников ABE, CDE, ADF u ВСЕ. 
3.61. Три окружности попарно пересекаются в точках 

A, и Az, В и Bz, С, и С.. Докажите, что 

А. В›` В.С. С.А. =А.В, В.С. С.А,. 

3.62. На стороне ВС треугольника АВС взята точка A’. 
Серединный перпендикуляр к отрезку А’В пересекает сторону 

66



АВ в точке М, a серединный перпендикуляр к отрезку A’C 
пересекаст сторону АС в точке №. Докажите, что точка, 

симметричная точке А’ относительно прямой ММ, лежит на 
описанной окружности треугольника АВС. 

3.63. Решите задачу 1.66, используя свойства радикальной 
оси. 

3.64. Внутри выпуклого многоугольника расположено не- 
сколько попарно непересекающихся кругов различных ради- 
усов. Докажите, что многоугольник можно разрезать на 
маленькие многоугольники так, чтобы все они были выпук- 
лыми и в каждом из них содержался ровно один из данных 
кругов. 

3.65. а) В треугольнике АВС проведены высоты AA,, BB, 
и СС,. Прямые АВ и А.В, ВС и ByCy, CA и СА, 

пересекаются в точках С’, А’и В’. Докажите, что точки 

А’, В’и С’ лежат на радикальной оси окружности девяти 
точек (см. задачу 5.106) и описанной окружности. 

6) Биссектрисы внешних углов треугольника АВС пере- 
секают продолжения противоположных сторон в точках А’, 
В’и С’. Докажите, что точки A’, В’и С’ лежат на одной 

прямой, причем эта прямая перпендикулярна прямой, со- 
единяющей центры вписанной и описанной окружностей 
треугольника АВС. 

3.66. Докажите, что диагонали AD, BE и CF описанного 

шестиугольника ABCDEF пересекаются в одной точке (те- 
орема Брианшона). 

3.67. Даны четыре окружности 51, 52, S3 и 5., причем 

окружности 5; и S;+, касаются внешним образом для 
i=1, 2, 3, 4 (Ss =S;,). Докажите, что радикальная ось окру- 

жностей S; и 5. проходит через точку пересечения общих 
внешних касательных к SS», И 5.4. 

3.68. а) Окружности 5; и Sz пересекаются в точках А и В. 
Степень точки Р окружности 5, относительно окружности 
5) равна р, расстояние от точки Р до прямой АВ равно 
й, а расстояние между центрами окружностей равно 4. 
Докажите, что |р|=2ай. 

6) Степени точек А и В относительно описанных окру- 
жностей треугольников BCD и ACD равны p, и py. Докажите, 

что |ра|Эвсо = | Pol Saco. 

Задачи для самостоятельного решения 

3.69. Качалка, имеющая форму сектора круга радиуса К, 
качается на горизонтальном столе. По какой траектории 
движется ее вершина? 
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3.70. Из точки A, лежащей вне окружности радиуса К, 
проведены к ней две касательные АВи AC, где Ви С— точки 
касания. Пусть ВС=а. Докажите, что 4R?=r7+4+r2+a7/2, где 
г и г. радиусы вписанной и вневписанной окружностей 

треугольника АВС. 
3.71. Двс окружности касаются внутренним образом. Пря- 

мая, проходящая через центр меньшей окружности, пересекает 
большую в точках А и D, а меньшую в точках Ви С. 
Найдите отношение радиусов окружностей, если 
АВ: BC: CD=2:4:3. | 

3.72. Центры трех окружностей радиуса К, где 1<R<2, 
образуют правильный треугольник со стороной 2. Чему 
равно расстояние между точками пересечения этих окружно- 
стей, лежащими вне треугольника? 

3.73. На отрезке АВ взята точка С и построены полуок- 
ружности с диаметрами АВ, АС и ВС (по одну сторону 
от прямой АВ). Найдите отношение площади криволинейного 

треугольника, ограниченного этими полуокружностями, к пло- 
щади треугольника, образованного серединами дуг этих 
полуокружностей. 

3.74. Окружность пересекает сторону ВС треугольника 
АВС в точках A; и 4,, сторону АС в точках В, и Bo, 

сторону АВ в точках С, и C,. Докажите, что 

AC, BA, CB, (AC, BA, СВ, \ 

СВ A,C ВА \C,B A,C В.А 

3.75. Из точки А к окружности проведены касательные 
АВ и АС; РО— диаметр окружности; прямая [ касается 

окружности в точке О. Прямые РА, РВ и РС пересекают 

прямую / в точках A,, Ву и C,. Докажите, что А, В, =А.С.. 

Решения 

3.1. Пусть прямая ХУ касается данной окружности в точке Z. 

Соотвстственные стороны треугольников ХОА и XOZ равны, поэтому 

1 ХОА= 1 ХОХ. Аналогичн0о LZOY=LBOY. — Следовательно, 

1 ХОУ= 1 ХО + LZOY=(L AOZ+ LZOB)/2= L AOB/2. 

3.2. Пусть М и М№М— точки касания вписанной окружности со 

сторонами АВ и ВС. Тогда ВК+АМ=ВМ+АМ=АВ, поэтому 

CK+CN=a+b-c. 

Пусть Ри О — точки касания вневписанной окружности с продол- 

жениями сторон АВ и ВС. Тогда AP=AB+BP=AB+BL 

и АО=АС+ СО = АС+ СЕ. Поэтому AP+AQ=a+b+4+c. Следователь- 

но, BL=BP=AP—AB=(a+b—c)/2. 
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3.3. Согласно задаче 3.2 CM=(AC+CE—AE)/2 и CN=(BC+ 
+СЕ- ВЕ)/2. Учитывая, что AC=BC, получаем MN=|CM— 
—СМ|=| АЕ-— ВЕЁ]|/2. 

3.4. Пусть прямые AB, ВС, CD и ОА касаются окружности 

В точках Р, О, К И 5. Тогда CQ=CR=x, поэтому 

BP=BC+CQ=BC+x и DS=DC+CR=DC+x. Следовательно, 

AP=AB+BP=AB+BC+x и AS=AD+DS=AD+DC4+x. Учитывая, 

что AP=AS, получаем требуемое. 

3.5. Пусть прямая АВ касается окружностей с центрами О, 

и О, в точках С и D. Так как ДОАО, =90°, прямоугольные 

треугольники АО, С и O,AD подобны. Поэтому О.С: AC=AD: DO,. 

Кроме того, AD=CB (см. задачу 3.2). Следовательно, АС: СВ= Rr. 

3.6. Пусть прямые АВ и CD пересекаются в точке О. Для 

определенности будем считать, что точки А и D принадлежат 

первой окружности, а В и СЬ— второй, причем ОВ<ОА (рис. 25). 

Точка М пересечения биссектрис углов А и D четырехугольника 

Рис. 25 

ABCD является серединой той дуги первой окружности, которая 

лежит внутри треугольника AOD, а точка N пересечения биссектрис 

углов В и С — серединой той дуги второй окружности, которая 

лежит BHC треугольника BOC (см. задачу 2.91 а). Четырехугольник 

ABCD описанный тогда и только тогда, когда точки М и М co- 

впадают. | 

3.7. Пусть К— точка касания вневписанной окружности со 

стороной BD, Р и Ор— точки пересечения отрезка ММ с ВС 

и СР соответственно (рис. 26). Так как 4DMQ=4Z BPN, 

LDQM=LBNP и /ОМО= 1 ВМР, то треугольники МРО, PBN 
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c 
Рис. 27 

И РСО равнобедренныс. Поэтому CP=CQ, DO=DM=DR 

и ВР=ВМ№= ВК. Cnenosatesbuo, P, О и К — точки касания вписанной 

окружности треугольника ВСР с его сторонами (см. задачу 5.1). 

3.8. Обозначим некоторые точки касания так, как показано на 

рис. 27. Сумма длин одной пары противоположных сторон среднего 

четырехугольника равна сумме длин пары других его сторон. 

Продолжим стороны этого четырехугольника до точек касания 

с вписанными окружностями остальных чсетырехугольников (ST— 

один из полученных отрезков). При этом обе суммы длин пар 

противоположных отрезков увеличатся на одно и то же число. 

Каждый из полученных отрезков является общей касательной к паре 

«угловых» окружностей; сго можно заменить на равную сму по 

длине другую общую внешнюю касательную (т.е. 5Т заменить на 

ОК). Для доказательства равенства AB+CD=BC+AD остается 

воспользоваться равенствами вида АР=АО. 

3.9. Пусть РЫ— точка пересечения диагоналей выпуклого четы- 

рехугольника ABCD. Четырехугольник ABCD вписанный тогда и толь- 

ко тогда, когда AAPBCOADPC, т.е. РА-РС=РВ-РО. Так как 

четырехугольники ALBN И АМВК вписанныс, то 

PL-PN=PA:PB=PM:PK. Поэтому чстырсхугольник КЕММ впи- 

санный. 

3.10. Пусть О — точка пересечения прямой АВ и отрезка ММ. 

Тогда ОМ?=ОА-ОВ=ОМ?, т.е. OM=ON. 
3.11. Пусть для определенности лучи OA и ВС сонаправлены; 

М — точка пересечения прямых KL и ОА. Тогда 

1 ГОМ = LLCB= £4 ОКМ, а значит, AKOMCOAOLM. Следовательно, 

ОМ: КМ =[М : ОМ, т. е. ОМ?*=КМ -[М. Kpome Toro, 
МА?=МК: МЕ. Поэтому MA=OM. 
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3.12. Пусть О — точка пересечения диагоналей АС и BD. Torna 

MO-OC=BO-OD. Тогда как OC=OA и BO=OD, то MO:OA=BO? 

и MO:-OA=DO?. Эти равенства означают, что ОВ касается описанной 

окружности треугольника ABM и OD касается описанной окружности 

треугольника ADM. 

3.13. Пусть Ср — точка пересечения прямой АВ с описанной 

окружностью треугольника ВММ, отличная от точки В; AP—ka- 

сательная к окружности 5. Тогда АВ: АС=АМ:АМ= АР", а значит, 

AC=AP?/AB, т.е. точка С одна и та же для всех прямых /. 

Замечание. Следует исключить случай, когда длина касатель- 

ной, проведенной из А к 5, равна AB. 

3.14. Ясно, что МС*=МР:МО=МА: MB, причем точка М лежит 

на луче АВ, ссли АС> ВС, и на луче BA, если АС< ВС. Пусть для 

определенности точка М лежит на луче АВ. Тогда (МВ+ВС)* = 
=(МВ- ВА). МВ. Следовательно, MB=BC*/(AB—2BC), а значит, 

положение точки М не зависит от выбора окружности 5’. 

3.15. Пусть М— точка пересечения прямой CD и касательной 

к окружностям в точке А. Тогда MC=MA=MD. Поэтому точка 

А лежит на окружности с диаметром CD. 

3.16. Точки O,, А и О, лежат на одной прямой, поэтому 

1. A,AO,=LA4A,AO,. Треугольники AO,A, и АО, А, равнобедренные, 

поэтому /А.АО,=/АА.О, и LA,AO,=LAA,0,. Следовательно, 

1 АА.О,=[АА,О,, т.е. O,A,||O,43. 

3.17. Пусть O,, О, и О, центры окружностей S,, S, и S;; 

A, В, С—точки касания окружностей 5, и S;, 5; u S,, S, и 5); 

A, и В, —точки пересечения прямых CA и СВ с окружностью 5.. 

Согласно предыдущей задаче B,O,||CO, и A,O,||CO,. Точки O,, 

Си О, лежат на одной прямой, поэтому точки A,, О; и В, тоже 

лежат на одной прямой, т.е. А,В, — диаметр окружности 5.. 

3.18. Пусть A,, A, и В— точки касания окружностей с центрами 

ОиО, Ox O,, О, и О.. Тогда 0O,0,=0,B+ BO,=0,A,+0,A). 

Поэтому 00,+00,+0,0,=(00,+0,A,)+(00,+0,A,)=OA,+ 

+OA,=2R. 

3.19. Пусть О, О, и О, центры окружностей 5, S, и -S;; 

С — общая точка окружностей 5, и S,, лежащая на отрезке АВ. 

Треугольники AOB, АО С и СО.В равнобедренные, поэтому 

ОО, СО, — параллелограмм и ОО, =О.С=О.В, а значит, 

AO=A0,+0,0=A0,+0,B. 

3.20. Пусть О, и О, — центры окружностей S, и S,; Х— вторая 

точка пересечения прямой АВ с окружностью 55. Квадрат искомой 

длины касательной равсн ВА`ВХ. Так как АВ: BX=O,A:0,0,, то 

АВ. ВХ =AB?’-0,0,/R=a’(R+r)/R, где знак минус берется в случае 
внутреннего касания. 

3.21. Пусть О, О, и О, — центры окружностей с диаметрами 

AB, АС и ВС. Достаточно проверить, что КО =оОГ. Докажем, что 
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AO,KO= A0,0L. В самом деле, O,K=AC/2=0,0, 0O,0=BC/2=0,L 

и / KO,O= 4 0O0,L=180° — 2a, где «a— угол между прямыми KL и АВ. 

3.22. Пусть О, — центр окружности 5, A; — точка касания окружно- 

стей 5; и S;,,. Четырехугольник O,0,0,30, выпуклый; пусть &,, “2, O3 

и 9, величины cro углов. Легко проверить, что 1 A,_,A4;A;4,= 

=(a,+0;,,)/2, поэтому ДА + ДА, =(а, + а, фа, +а.)/2= ДА, + ДА... 
3.23. а) Пусть A,, В, и С, —— проекции точек А, В и С на 

прямую [ С, — проекция точки С на прямую AA,. По теореме 

Пифагора CC3=AC*—AC}, т.е. А,С1=(а+с)*-—(а-—с)*=4ас. Ана- 

логично B,C{=4be и A,Bj=4ab. Так как A,C,+C,B,=A,B,, то 

Jac+ /be= Jab, т.е. 1f./b+1//a=1//e. 
6) Пусть A, В, С — центры «внешних» окружностей, D— центр 

«внутренней» окружности (рис. 28). Полупериметр треугольника ВОС 

равен b+c+d, поэтому 

‚(ВрС\) d(b+c+d) . ,/BDC bc 
cos* {| —— |= , sin = 

2 (b+ d)(c+d) 2 (b+ d)(c+d) 

(см. задачу 12.13). Если + В’ у’ = 180°, то 

sina’ —sin?B’—sin*y’+ 2sinB’siny’cos а’ =0 (это утверждение эквивален- 

THO теореме косинусов). Подставив в эту формулу значения 

o’= ВРС/2, В’= LADC/2 и y'= LADB/2, получим 

be ac ab a./bed(b+c+d) _ 

(b+ d)(c+d) (atd)(c+d) (a+d)(b+d) (at+d)(b+d)(c+d) ” 

ана b+d td, [beers 
be 

Разделив на d, получим a—B—y—5+2./By+ 75+ 5p =0. Поэтому 

(и+В+у-+.)? =(«—В-у-—5)? +4 (яВ + ау-+ аб) =4 (Ву+у5+58) + 
+4 (a8 + чу + чб) =2 (&+В+7+5)? — 2 (а? +В?+у?+52?), т.е. 2 (а? +В? + 
+y7+67)=(a+B+y+8)’. 

3.24. Пусть A,, В, и С, — центры данных окружностей (рис. 29). 

Тогда А,ВС,Н — ромб, а значит, ВА, || НС,. Аналогично В, А|НС,, 

поэтому В, А|ВА, и В, АВА, — параллелограмм. 

a) Так как АВ 1СН и АВ, |АВ, то ABLCH. Аналогччно 

доказывается, что BCLAH и СА] ВН. 

6) Так же, как было доказано, что B,A||BA,, можно доказать, 

что B,C||BC, и А. С|]АС,; кроме того, длины всех этих шести 

отрезков равны К. Достроим треугольник BA,C до ромба BA,CO. 

Тогда АВ, СО тоже ромб. Поэтому АО=ВО= СО = В, т.е. О — центр 

описанной окружности треугольника АВС, и ее радиус равен К. 

3.25. Легко проверить, что -АВ, +~B,A,=~AC,+~C,A,, 

~BC,+~—C,B, =~BA,+~B,A, и -С А +-СА,=-С В, +- В.С, где 

знак минус берется только в случае 6. Складывая эти равенства, 
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Рис. 28 Puc. 29 

получаем ~AB,+~—BC,+~—CA, =~AC,+~BA,1+~CB,. С другой сто- 

роны, удвоенные величины углов треугольника АВС равны 

~BA,+~CA,, —АВ, +-СВ, и ~BC,+~AC,, а их сумма равна 360°. 

3.26. Так как ~AP+~BP+~PQ=180° (см. задачу 3.25), To 

—АВ=180° ——РО. Аналогично —СР = 180°—-РО, т.е. ~AB=~CD, 

а значит, AB=CD. Кроме того, РОТАВ и PQOLCD (см. задачу 

3.24), поэтому АВ| CD. 

3.27. Точки М, Ви С лежат на окружности с диаметром АО. 

Кроме того, хорды ОВ и ОС этой окружности равны. 

3.28. Точки В и Х лежат на окружности с диаметром КО, 

поэтому /ХКО= / ХВО. Аналогично /ХГО= 14 ХСО. Так как 

1 ХВО = 1 ХСО, то треугольник КОГ равнобедренный, причем 

ОХб— его высота. 

3.29. Достаточно проверить, что АК: АГ =АМ-АО. В самом 

деле, тогда точки К, [, М и О лежат на одной окружности, 

и поэтому 1 МКО= 1 МГО. Так как ААОРХААРМ, To 

AM-AO=AP?; ясно также, что АК: АГ=АР?. 

3.30. Пусть ‘О — центр окружности; точки Р’и Е’ симметричны 

точкам D и Е относительно прямой АО. Согласно задаче 28.7 

прямые ED’ u E'D пересекаются в точке М. Поэтому 4 BDM= LEBM 

и /{BEM=(/DBM, а значит". ABDMcoOAEBM. Следовательно, 

BM:DM=EM: ВМ. Кроме того, если прямая ED разделяет точки 

В и М, то _DME=~DE=2LDCE. 

Из равенства / ВЕМ=1( ВМ следует, что £ ВЕМ= {[ DBC= 

= / DEC. 

3.31. а) Так как AKABCOA КВС, то AB: BC=KB: КС. Аналогично 

AD: DC=KD: KC. Учитывая, что KB=KD, получаем требуемое. 

6) Задача сводится к предыдущей, так как 

PQ sinPBQ sinABD sinABD AD ОК CD 

BQ sinBPQ sinKBA sinADB АВ’ BQ CB 
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3.32. Опустим из центра О окружности 5 перпендикуляр OM 

на прямую [. Докажем, что точка Х, в которой пересекаются АВ 

и ОМ, остается неподвижной. Точки А, Ви М лежат на окружности 

с диаметром РО. Поэтому Д/Д АМО= А АВО= ВАО, а значит, 

ДАМОс> А ХАО, так как угол при вершине О у этих треугольников 

общий. Следовательно, АО: МО=ХО: АО, т.е. OX=OA?/MO—no- 

стоянная величина. 

3.33. Так как / ОВР= / ОАВ= 1 ОСВ, то АОВРс АОСВ, а зна- 

чит, OB*?=OP-OC. Проведем из точки С касательную CD к окру- 

жности 5. Тогда Ор?=ОВ?=ОР:ОС. Следовательно, 
AODCWAOPD и LOPD= 1 ОРС=90°. 

3.34. Прямые ВС и AD являются высотами треугольника АРВ, 

поэтому прямая РО, проходящая через точку О их пересечения, 

перпендикулярна прямой АВ. 

3.35. Обозначим точки пересечения прямых АС и BD, ВС и AD 

через Ки К, соответственно. Согласно предыдущей задаче КК, 1 АВ, 

поэтому достаточно доказать, что точка пересечения касательных 

в точках С и D лежит на прямой KK,. 

Докажем, что касательная в точке С проходит через 

середину отрезка KK,. Пусть М — точка пересечения касательной 

в точке С и отрезка КК,. Стороны острых углов АВС и СКК, 

соответственно перпендикулярны, поэтому они равны. Аналогично 

[САВ=/ СКК. Ясно также, что 1КСМ= 1 АВС, поэтому 

треугольник СМК —равнобедренный. Аналогично — трсугольник 

СМК, равнобедренный и KM=CM=K,M, т.е. М -- середина 

отрезка KK,. 

Аналогично доказывается, что касательная в точке D проходит 

через середину отрезка КК, . 

3.36. а) Прямая АС пересекает окружность в точках Аи ДА,, 

прямая ВС — в точках В и B,. Если A=A, (или В=В,); то прямая 

АС (или ВС) — искомый перпендикуляр. Если же это не так, то 

AB, и BA, являются высотами треугольника АВС и искомая 

прямая — это прямая, проходящая через точку С и точку пересечения 

прямых AB, и BA,. 

6) Возьмем точку C,, не лежащую на окружности, и опустим 

из Hee перпендикуляр на АВ. Пусть он пересекается с окружностью 

в точках Du Е. Построим точку Р пересечения прямых DC и AB, 

а затем точку F пересечения прямой РЕ с окружностью. При 

симметрии относительно АВ точка С переходит в точку F. Поэтому 

СЕ— искомый перпендикуляр. 

3.37. Так как РАТО,О„, то прямая РА проходит через точку 

О, тогда и только тогда, когда прямая PO, проходит через точку 

пересечения высот треугольника O,O,O,. Аналогичные утверждения 

верны и для точек Ви С. Из условия задачи следует, что Р — точка 

пересечения высот треугольника О.О,О., а значит, PO,1LO,O,. 
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Puc. 30 Puc. 31 

3.38. Пусть 2a и 2b—gnmuHbl катетов, 2c— длина гипотенузы. 

Сумма площадей «луночек» равна па?+т6?+5вс—пс?. Ясно, что 

t(a*+b*—c7)=0. 
3.39. Доказательство достаточно провести для каждой из четырех 

частей, на которые диаметры делят исходный круг (рис. 30). Рас- 

смотрим в круге сегмент, отсекаемый хордой, на которую опирается 

центральный угол 90°; пусть 5 и 5— площади таких сегментов для 

исходного и чстырех построенных кругов соответственно. Ясно, что 

5 =45. Остается заметить, что площадь части с одинарной штриховкой 

равна S—2s=2s, а площадь части с двойной штриховкой равна 2s. 

3.40. Обозначим точки пересечения окружностей, построенных 

на отрезках ОВ и ОС, OA и OC, OA и ОВ, через A,, В,, С, 

соответственно (рис. 31). LOA,B= LOA,C=90", поэтому точки В, A, 

и С лежат на одной прямой, а так как окружности имеют 

одинаковые радиусы, то BA,=A,C. Точки A,, B,, С, являются 

серединами сторон треугольника ABC, поэтому BA,=C,B, 

и BC,=A,B,. Так как круги имеют одинаковый радиус, то равные 

хорды BA, и С.В, отсекают от кругов части равной площади, 

а равные хорды С.В и В.А, также отсскают от кругов части 

равной площади. Поэтому площадь криволинейного треугольника 

A,B,C, равна площади параллелограмма A,8,C,B, т.е. равна 

половинс площади треугольника АВС. 

3.41. Рассматриваесмые окружности проходят через основания 

высот треугольника, а значит, точки их пересечения лежат на 

сторонах треугольника. Пусть x, у, 2 и и— площади рассматриваемых 

криволинейных треугольников; а, b,c, d,e и Г— площади сегментов, 

отсекаемых от окружностей сторонами треугольника; ра и r— 

площади частей треугольника, лежащих вне внутреннего криволиней- 

ного треугольника (рис. 32). Тогда x+(at+b)=u+p+qt(ctf), 
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у + (с+а) = и+а+и+ (е+ь) 
и z+(e+f)=utr+pt+(a+d). Скла- 
дывая эти равенства, получаем 

x+y+z=2(p+qtrt+u)tu. 
3.42. а) Пусть Ои О, — центры 

окружностей 5 и 5,. Треугольники 

MO,N и РОМ равнобедренные, 

причем / МО, М№М= 1 РОМ. Следо- 

вательно, точки P, М и № лежат 

на одной прямой. 

6) Ясно, что РО?=РМ-РМ= 
=PM-(PM+MN). Пусть K—cepe- 

Puc. 32 дина хорды AB. Тогда РМ*= 
=PK*+MK* и PM:-MN=AMx 

x MB=AK*—MK?*. Поэтому PQ?=PK?+4+ AK?=PA?. 
3.43. (Согласно задаче 3.42,6) BE=BD. Поэтому / DAE+ 

+1 АРЕ= / РЕВ= 1 ВРЕ= / ВОЬС+ 1 СВЕ. А так как LDAB= 

=/ BDC, то LADE=LCDE. 

3.44. Пусть О, и О, — центры вписанных окружностей, CP 

и СО- касательные к ним. Тогда CO}=CP?+PO}=CP’+0,M? и 
так как СО =СА=СР (задача 3.42,6), СО} =СО?*+О002=СР?+О,М?. 
Следовательно, CO?—CO3=MO?—MO, а значит, прямая СМ 

перпендикулярна O,O, (см. задачу 7.6). Поэтому прямая ММ 

проходит через точку С. 

Замечание. Если окружности не пересекаются, а касаются, 

утверждение остается верным; в этом случае прямую ММ нужно 

заменить на касательную к окружностям в их общей точке. 

3.45. Пусть A, и В, середины дуг ВС и AC; О центр 

вписанной окружности. Тогда А, В, [СО (см. задачу 2.19, а) и ММ СО, 

а значит, ММ|А,В,. Будем перемещать точки М’и N’ по лучам 

СА и СВ так, что М'М№' |4. В,. Лишь при одном положении точек 

М’и М№' точка Г, в которой перссскаются прямые В, М’и А №, 

попадает на описанную окружность треугольника АВС. С другой 

стороны, если отрезок ММ проходит через точку О, точка L попадает 

на эту окружность (см. задачу 2.49). 

3.46. Решение этой задачи обобщаст решение предыдущей задачи. 

Достаточно доказать, что центр О, вписанной окружности трсуголь- 

ника ABC, лежит на отрезке M,N,. Пусть A, и А, — середины 

дуг BC, и BC,, В, и В, —ссредины дуг AC, и АС,; РО — диаметр 

окружности 5, перпендикулярный хорде АВ, причем О и С, лежат 

по одну сторону от прямой АВ. Точка О, является точкой пересечения 

хорд AA, и BB,, а точка L касания окружностей 5 и 5, является 

точкой пересечения прямых А, М, и В.М, (рис. 33). Пусть 1 С. АВ=2а, 

LC,BA=28, LC,AC,=29. Тогда ~A,A,=29=~B,B,, т.е. A,B, || В, А.. 

Угол между хордами A,B, и BC, равен (~B,C,+~A,B)/2= 
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=В—ф-+а, а угол между 

хордами ВС, и АС, равен 

(~C,C,+~AB)/2=29+ 

+ 180° —2a—28. Поэтому xo- 

poa M,N, образуст с каса- 

тельными BC, и AC, равные 

углы a+P—@, а значит, 

M,N, || A, Bo. 
Предположим теперь, 

что точки МЬ и М\! пере- 

мещаются по хордам АС, 

и BC, так, что ММ | A,B. 

Пусть прямые A,N', и В.М. 

перссскаются в точке L’, 

Точка L’ лежит Ha окружно- 

сти 5 лишь при одном по- 

ложении точек МЪЬ5 и М\. 

Поэтому достаточно указать 

на gyre АВ такую точку L,, что если М>, М1 —точки пересечения 

хорд АС, и L,B,, BC, и L,A,, то ММ: [А В, и точка О, лежит 

на отрезке „№1. Пусть О, —такая точка окружности 5, что 

2/1 (РО, PQ,)=L(PC,, PC,), и [, —точка пересечения прямой Q,0, 
с окружностью 5. Докажем, что точка L, искомая. Tak как 

~B,Q=2a, то ~B,Q,=2(4-29)=~C,A,. Поэтому четырехугольник 
AM,,0O,L, вписанный, а значит, / М0. А=Д МЕ А= В.А, А, т. е. 

М>›О0,|В.,А,. Аналогично №10, || В.А.. 

3.47. Пусть окружности с центрами О, и О, проходят через 

точку А. Радиусы ОА и О.А перпендикулярны касательным 

к окружностям в точке А, поэтому окружности ортогональны тогда 

и только тогда, когда /О,АО, =90°, т.е. O,05=0,A*+0,A?. 
3.48. Пусть A,, В, и С, — цснтры данных окружностей, причем 

точки A, Ви С лежат на отрезках B,C,, С.А, и А, В, соответствен- 

но. Так как A,B=A,C, B,A=B,C и СА=С В, то А, Ви C—To- 

чки касания вписанной окружности треугольника A,B,C, с cro 

сторонами (см. задачу 5.1). Таким образом, радиусы A,B, B,C 

и С.А данных окружностей касаются описанной окружности треуголь- 

ника АВС. 
—> 

3.49. Легко проверить, что угол поворота от всктора О.В до 

Рис. 33 

всктора O.M, (против часовой стрелки) равен 2/(AB, АМ;). Ясно 

также, что /(АВ, АМ, )= 1 (АВ, AM,). 
3.50. Проведем ucpe3 точку Р другую прямую, перссекающую 

окружность в точках A, и B,. Тогда ДРАА,сАРВ,В, поэтому 

PA: РА, =РВ, : РВ. 

3.51. Проведем через точку Р касательную РС. A PACcoOA PCB, 

поэтому РА:РС=РС: РВ. 
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3.52. Пусть прямая, проходящая через точку P и центр окру- 

жности, пересекаст окружность в точках А и В. Тогда PA=d+R 

и PB=|d—R|. Поэтому PA: PB=|d?—R*|. Ясно также, что величина 
d?—R? и степснь точки Р относительно окружности 5 имеют 

одинаковые знаки. 

3.53. Пусть Е, и К, —радиусы окружностей. Рассмотрим систему 

координат, в которой центры окружностей имеют координаты (—a, 0) 

и (а, 0). Согласно задаче 3.52 степени точки с координатами (x, у) 
относительно данных окружностей равны (x+a)?+y?—Ri 
и (х-а)’+у?-К: соответственно. Приравнивая эти выражения, 
получаем x=(R{—R3)/4a. Это уравнение задает прямую, перпен- 
дикулярную отрезку, соесдиняющему центры окружностей. 

3.54. Степени точки пересечения окружностей относительно 

каждой из них равны нулю, поэтому она лежит на радикальной 

оси. Если точек пересечения две, то они однозначно задают 

радикальную ось. 

3.55. Так как центры окружностей не лежат на одной прямой, 

радикальная ось первой и второй окружностей пересекается с ра- 

дикальной осью второй и третьей окружностей. Степени точки 

пересечения относительно всех трех окружностей равны, поэтому 

она лежит на радикальной оси первой и третьей окружностей. 

3.56. Согласно задаче 3.54 прямые, содержащие хорды, являются 

радикальными осями. Согласно задаче 3.55 радикальные оси пересека- 

ются в одной точке, если центры окружностей не лежат на одной 

прямой. В противном случае они перпендикулярны этой прямой. 

3.57. Пусть O, и О, — центры данных окружностей, г, и г, — их 

радиусы. Окружность 5 радиуса г с центром О ортогональна 

окружности 5; тогда и только тогда, когда r*7=OO?—r}, т.е. 
квадрат радиуса окружности S равен степени точки О относительно 

окружности 5;. Поэтому множеством центров искомых окружностей 

является множество тех точек радикальной оси, степени которых 

относительно данных окружностей положительны. 

3.58. а) Указанные точки лежат на радикальной оси. 

6) Точки касания внешних касательных с окружностями являются 

вершинами трапеции ABCD с основанием АВ. Середины боковых 

сторон AD и ВС принадлежат радикальной оси, поэтому середина 

О диагонали АС тоже принадлежит радикальной оси. Если прямая 

АС пересекает окружности в точках A, и C,, то OA,:-OA=OC, ОС, 

а значит, OA,=OC, и АА, =СС.. 

3.59. а) Пусть S, и 5, — окружности с диаметрами AA, и ВВ,; 

5 — окружность с диаметром АВ. Общими хордами окружностей 

Su S,, S u 5, являются высоты AH, и BH,, поэтому они (или 

их продолжения) пересекаются в точке Н. Согласно задаче 3.56 

общая хорда окружностей 5, и Sz, проходит через точку пересечения. 

хорд АН, и ВН,. 
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6) Общая хорда окружностей S, и 5, проходит через точку 

пересечения прямых АН, и В.Н, (Т.е. через точку С) тогда 

и только тогда, когда СВ, СН, =СА, ` СН) (длины отрезков следует 

считать ориентированными). Так как СН, =(а*+Ь*—с?)/2 и CH,= 
=(a?+b?—c’)/2a, приходим к соотношению CB,/b=CA,/a. 

3.60. Проведсм в треугольнике CDE высоты CC, и DD,; пусть 

Нр— точка их пересечения. Окружности с диаметрами АС и BD 

проходят через точки С, и D, соответственно, поэтому степень 

точки Н относительно каждой из этих окружностей равна ес степени 

‘относительно окружности с диаметром СР (эта окружность проходит 

через точки С, и D,). Аналогично доказывается, что степени точки 

Н относительно окружностей с диаметрами АС, BD и EF равны, 

т.е. радикальные оси этих окружностей проходят через точку Н. 

Для точек пересечения высот остальных трех треугольников до- 

казательство проводится аналогично. 

Замечание. Центры рассматриваемых окружностей лежат на 

прямой Гаусса (см. задачу 4.55), поэтому их общая радикальная 

ось перпендикулярна прямой Гаусса. 

3.61. Прямые A,A,, В.В, и C,C, пересекаются в некоторой 

точке О (см. задачу 3.56). Так как AA,OB,~0AB,OA,, то 

A,B,:A,B,=OA,:OB,. Аналогично B,C,:B,C,=OB,:OC, и СА, : 

:C,A,=OC,:OA,. Перемножая эти равенства, получаем требуемое. 

3.62. Обозначим через В’ и С’ точки пересечения прямых А’М 

и А’М с прямой, проведенной через точку А параллельно ВС 

(рис. 34). Так как треугольники А’'ВМ и A’NC равнобедренные, то 

ДАВС = АА’В’С’. Поскольку АМ: 

'ВМ=А’М: В’М, степени точки М от- 

носительно окружностей 5 и 5’, опи- 

санных около треугольников АВС 

и А’В’С’ соответственно, равны. Это 

верно и для-точки N, поэтому прямая 

ММ является радикальной осью окру- 

жностей 5 и S’. Окружности 5 и 5’ 

имеют одинаковые радиусы, поэтому 

их радикальная с-ь является их осью 

симметрии. Точка А’, лежащая на 

окружности 5’, при симметрии от- 

носительно прямой ММ переходит 

в точку, лежащую на окружности 5. Рис. 34 

3.63. Пусть АС и ВБ — касатель- 

ные; Еи К — точки пересечения прямых АС и BD, АВи CD; O, u О. — 

центры окружностей (рис. 35). Так как ABLO,E, O,ELO,E 

и О. ЕТ СР, то ABLCD, а значит, К — точка пересечения окружностей 

5, и 5) с диаметрами АС и BD. Точка К лежит на радикальной 

оси окружностей 5, и Sj; остается проверить, что этой радикальной 
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Рис. 35 

осью является прямая O,O,. Радиусы O,A и О.В являются 

касательными к S, и S,, поэтому точка О, лежит на радикальной 

оси. Аналогично точка О, лежит на радикальной оси. 

3.64. Обозначим данные окружности через S,, ..., S,. Для каждой 

окружности 5; рассмотрим множество M,, состоящее из тех точек 

Х, для которых степень относительно 5, не болыше степеней 

относительно $5,, ..., 5. Тогда М, — выпуклое множество. В самом 

деле, пусть М, — множество точек Х, для которых степень от- 

носительно 5; не больше степени относительно 5, M,, является 

полуплоскостью, состоящей из точек, лежащих по одну сторону 

с окружностью 5; от радикальной оси окружностей 5; и 5, 

Множество М; является пересечением выпуклых множеств M,,, 

поэтому оно само выпуклое. Кроме того, поскольку каждое из 

множеств М;, содержит окружность 5, то М; содержит S;. Так 

как для каждой точки плоскости какая-то из степеней относительно 

51, -... S, Является наименьшей, множества М; покрывают всю 

плоскость. Рассматривая те части множеств М, которые лежат 

внутри исходного многоугольника, получаем требуемое разбиение. 

3.65. а) Точки В, и С, лежат на окружности с диаметром ВС, 

поэтому степени точки А’ относительно описанных окружностей 

треугольников A,B,C, и АВС равны степени точки А’ относительно 

этой окружности. Значит, точка А’ лежит на радикальной оси 

окружности Эйлера и описанной окружности треугольника АВС. 

Для точек В’и С’ доказательство аналогично. 

6) Рассмотрим треугольник A,B,C,, образованный „внешними 

биссектрисами треугольника АВС (треугольник A,B,C, остроуголь- 

ный). Согласно задаче а) точки A’, В’и С’ лежат на радикальной 

оси описанных окружностей треугольников АВС и A,B,C,. Радикаль- 

ная ось этих окружностей перпендикулярна прямой, соединяющей 

их центры, т.е. прямой Эйлера треугольника A,B,C,. Остается 
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заметить, что точка пересечения высот 

треугольника A,B,C, является точкой 

пересечения биссектрис треугольника 

АВС (см. задачу 1.56,a). 

3.66. Пусть выпуклый шсстиуголь- 

ник АВСРЕЕ касается окружности 

в точках К, О, Т, 5, Р, И (точка К ле- 

жит на АВ, О--на BC и т. д.). 

Выберсм произвольное число а>0 

и построим на прямых ВС и EF 

точки О’и Р’ так, что QQ'=PP’=a, 
——> —>- 

а векторы ОО’ и РР’ сонаправлены 
—> _— 

с векторами СВ и ЕЁ. Аналогично 

строим точки К’, 5’, Г, (’ (рис. 36; 

RR'=SS'=TT'=UU'=a). Построим окружность 5,, касающуюся 

прямых ВС и EF в точках О’и P’. Аналогично построим окружности 

S, их. 

Докажем, что точки Ви E лежат на радикальной оси окружностей 

$, и $5,. BO'=QQ'—BQ=RR'—BR=BR' (если ОО’<ВО, то 
BQ'’=BQ—QQ'=BR—-RR'=BR') и EP'=EP+PP'=ES+SS'=ES". 

Аналогично доказывается, что прямые FC и AD являются радикаль- 

ными осями окружностей S, и S3, S, и 5. соответственно. Так 

как радикальные оси трех окружностей пересекаются в одной точке, 

прямые АР, ВЕ и СЕ пересекаются в одной точке. 

3.67. Пусть А, —точка касания окружностей 5; и S;,,, Х— точка 

пересечения прямых 4,4. и 4,4А.. Тогда Хр— точка пересечения 

общих внешних касательных к окружностям 5, и 5. (см. задачу 

5.60). А так как четырехугольник A,A,A,A, вписанный (задача 3.22), 

то ХА, 'ХА.=ХА,`ХА,, а значит, точка Х лежит на радикальной 

оси окружностей 5, и 5.. 

3.68. а) Рассмотрим систему координат с началом О в середине 

отрезка, сосдиняющего центры окружностей, а ось Ох направим 

вдоль этого отрезка. Пусть точка Р имеет координаты (x, у); 
К иг радиусы окружностей 5; и 5,; a=d/2. Тогда (х+а)? +у?= 8? 
и p=(x—a)*+y?—r?=((x+a)?+y?—R*)—4ax—r?4 В?= В? - г? —4ах. 

Пусть — точка А имест координаты — (хо, Yo). Тогда 

(хо+а)?+уб- В? =(хо-а)?+у8—г?, т.е. x9=(R?—r’)/4a. Поэтому 
2dh = 4a|x)—x|=|R*—r?—4ax|=|p|. 

6) Пусть Я— расстояние между центрами описанных окружностей 

треугольников ACD и BCD; h, и й, — расстояния от точек А и В до 

прямой СР. Согласно задаче а) |p,|=2dh, и |p,|=2dh,. Учитывая, 

ЧТО 5вср=й,СЬ/2 и Sycp=h,CD/2, получаем требуемое. 

Рис. 36



Глава 4 

ПЛОЩАДЬ 

Основные сведсния 

1. Площадь 5 трсугольника АВС можно вычислять по слесдующим 
формулам: 

а) S=ah,/2, roe a=BC, й, — длина высоты, опущенной на BC; 

6) S=5 bc sin A, где 6, c—cTOpOHbI треугольника, А — угол между 

ними; 
в) S=pr, где р— полупериметр, г— радиус вписанной окружности. 

В самом деле, если О — центр вписанной окружности, то 

] 
5= лво + блос + Зовс=5 (е+Ь+а)"= ри. 

2. Если многоугольник разрезан на несколько многоугольников, 

то сумма их площадей равна площади исходного многоугольника. 

3. Фигуры, имеющие равную площадь, иногда называют рав- 

новеликими. 

Вводные задачи 

1. Докажите, что площадь выпуклого четырехугольника 

| . 
равна 54 4, sing, где 4, и 4, — длины диагоналей, а ф — угол 

между ними. 
2. Пусть Еи Е середины сторон ВС и AD параллело- 

грамма ABCD. Найдите площадь четырехугольника, об- 
разованного прямыми AF, ED, ВЕ и ЕС, если известно, 

что площадь ABCD равна 5. 
3. Многоугольник описан около окружности радиуса г. 

Докажите, что его площадь равна pr, где р— полупериметр 
многоугольника. 

4. Точка Х расположена внутри параллелограмма ABCD. 
Докажите, что 5.вх Эсрх=оЭвсх + Эдрх. 

5. Пусть A,, B,, С, и О, середины сторон CD, DA, 
АВ, ВС квадрата ABCD, площадь которого равна 5. Найдите 
площадь четырехугольника, образованного прямыми AA,, 
BB,, СС, и DD,. 
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$ 1. Медиана делит площадь пополам 

4.1. Докажите, что медианы разбивают треугольник на 
шесть равновеликих треугольников. 

4.2. Дан треугольник АВС. Найдите все такие точки Р, 
что площади треугольников АВР, ВСР и АСР равны. 

4.3. Внутри данного треугольника АВС найдите такую 
точку О, что площади треугольников BOL, СОМ и AON 
равны (точки L, М и М№ лежат на сторонах AB, ВС и СА, 

причем OL || BC, ОМ | АС и ON | AB; 
puc. 37). 5 

4.4. На продолжениях сторон 
треугольника АВС взяты точки Aj, / 

В, и С. так,, что, АВ, =2АВ, 
BC,=2BC и СА, =2АС. Найдите 
площадь треугольника A,B,C,, если i М 
известно, что площадь треугольника 
АВС равна 5. г 

4.5. На продолжениях сторон 74 N С 
DA, АВ, BC, CD выпуклого четырех- Puc. 37 
угольника ABCD взяты точки А, _В,, 

С, Р, так что DA,=2DA, АВ, =2АВ, ВС, =2ВС 
и CD, =2CD. Найдите площадь получившегося четырехуголь- 
ника А ,8,C, D,, если известно, что площадь четырехугольника 
ABCD равна 5. 

4.6. Шестиугольник ABCDEF вписан в окружность. Диа- 
гонали AD, BE и CF являются диаметрами этой окружности. 
Докажите, что площадь шестиугольника ABCDEF равна 
удвоенной площади треугольника ACE. 

4.7. Внутри выпуклого четырехугольника ABCD существу- 
ет такая точка О, что площади треугольников OAB, ОВС, 

OCD и ODA равны. Докажите, что одна из диагоналей 
четырехугольника делит другую пополам. 

$ 2. Вычисление площадей 

4.8. Высота трапеции, диагонали которой взаимно пер- 
пендикулярны, равна 4. Найдите площадь трапеции, если 
известно, что длина одной из ее диагоналей равна 5. 

4.9. Каждая диагональ выпуклого пятиугольника ABCDE 
отсекает от него треугольник единичной площади. Вычислите 
площадь пятиугольника ABCDE. 

4.10. В прямоугольник ABCD вписаны два различных 
прямоугольника, имеющих общую вершину К на стороне 
АВ. Докажите, что сумма их площадей равна площади 
прямоугольника ABCD. 
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4.11. В треугольнике ABC точка Е — середина стороны BC, 
точка D лежит на стороне АС, AC=1, 4 ВАС = 60°, / ABC=100°, 

L АСВ =20°и 1 РЕС= 80° (рис. 38). Чему равна сумма площади 
треугольника АВС и удвоенной площади треугольника CDE? 

4.12. В треугольник T,=AA,A,A3 вписан треугольник 
Т,=АВ,В,В., а в треугольник Т, вписан треугольник 
Г.= АС, С.С, причем стороны треугольников Г, и Т. парал- 
лельны. Выразите площадь треугольника Т, через площади 
треугольников 7, и T.. 

4.13. На сторонах треугольника АВС взяты точки A,, 
В, и C,, делящие его стороны в отношениях BA,:A,C=p, 
CB,:B,A=q u AC,:C,B=r. Точки пересечения отрезков AA,, 

c
y
!
 

A 6, 

Рис. 39 

ВВ, и СС, расположены так, как показано на рис. 39. 
Найдите отношение площадей треугольников РОК и АВС. 

$ 3. Площади треугольников, на которые разбит 
четырехугольник 

4.14. Диагонали четырехугольника АВСР перссекапотся 
в точке О. Докажите, что 5.ов=Эсор ТОГДа и только тогда, 
когда BC | AD. 

4.15. а) Диагонали выпуклого четырехугольпика ABCD 

пересекаются в точке Р. Известны площади трсугольников 
АВР, ВСР, СОР. Найдите площадь треугольника АБР. 

6) Выпуклый четырехугольник разбит диагоналями на 
четыре треугольника, площади которых выражаются целыми 
числами. Докажите, что произведение этих чисел представляет 
собой точный квадрат. 

4.16. Диагонали четырехугольника АВСР пересекаются 
в точке Р, причем 52.р+ 5 2рр= 5 2срР-+ 54 рр. Докажите, что 
Р— середина одной из диагоналей. 

4.17. В выпуклом четырехугольнике ABCD существуют 
три внутренние точки P,, P,, Р., не лежащие на одной 
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прямой и обладающие тем свойством, что сумма площадей 
треугольников ABP, и CDP, равна сумме площадей треуголь- 
ников ВСР; и АПР, для i=1, 2, 3. Докажите, что ABCD— 
параллелограмм. 

$ 4. Площади частей, на которые разбит 
четырехугольник 

4.18. Пусть К, Г, М и М№— середины сторон AB, ВС, 

CD и DA выпуклого четырехугольника ABCD; отрезки КМ 
и LN пересекаются в точке О. Докажите, что 

РАКОМ + сом = вког + Spnom . 

4.19. Точки К, Г, М и М№ лежат на сторонах АВ, ВС, 

CD и РА параллелограмма ABCD, причем отрезки КМ 
и LN параллельны сторонам параллелограмма. Эти отрезки 
пересекаются в точке О. Докажите, что площади парал- 
лелограммов КВГО и MDNO равны тогда и только тогда, 
когда точка О лежит на диагонали АС. 

4.20. На сторонах АВ и CD четырехугольника ABCD 
взяты точки М и М№ так, что AM:MB=CN:ND. Отрезки 
АМ и ОМ пересекаются в точке К, а отрезки BN и CM—B 
точке Г. Докажите, что 5кми=Эарк + всг- 

4.21. На стороне АВ четырехугольника ABCD взяты точки 
A, и B,, а на стороне СР— точки С, и D,, причем 
AA,=BB,=pAB и CC,=DD,=pCD, где р <0,5. Докажите, 

ЧТо бл, вс, р, /Элвсь = | — 2p. 
4.22. Каждая из сторон выпуклого четырехугольника раз- 

делена на пять равных частей и соответствующие точки 
противоположных сторон соединены 
(рис. 40). Докажите, что площадь 
среднего (заштрихованного) четырех- 
угольника в 25 раз меньше площади 
исходного. 

4.23. На каждой стороне парал- 
лелограмма взято по точке. Пло- 
щадь четырехугольника с вершинами 
в этих точках равна половине пло- 
щади параллелограмма. Докажите, 
что хотя бы одна из диагоналей 
четырехугольника параллельна сто- Рис. 40 
роне параллелограмма. 

4.24. Точки Ки М — середины сторон АВ и СР выпуклого 
четырехугольника ABCD, точки Ё и М№ расположены на 
сторонах BC и AD так, что КЁЕММ — прямоугольник. 
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Докажите, что площадь четырехугольника ABCD вдвое 
больше площади прямоугольника KLMN. 

4.25. Квадрат разделен на четыре части двумя перпен- 
дикулярными прямыми, точка пересечения которых лежит 
внутри его. Докажите, что если площади трех из этих частей 
равны, то равны и площади всех четырех частей. 

$ 5. Разные задачи 

4.26. Даны параллелограмм ABCD и некоторая точка М. 
Докажите, что Sycy=| Sapam + эарм |. 

4.27. На сторонах АВ и ВС треугольника АВС внешним 
образом построены параллелограммы; Р— точка пересечения 
продолжений их сторон, параллельных АВ и ВС. На стороне 

АС построен параллелограмм, вторая сторона которого равна 
и параллельна ВР. Докажите, что его площадь равна сумме 
площадей первых двух параллелограммов. 

4.28. Точка О, лежащая внутри правильного шестиуголь- 
ника, соединена с вершинами. Возникшие при этом шесть 
треугольников раскрашены попеременно в красный и синий 
цвет. Докажите, что сумма площадей красных треугольников 
равна сумме площадей синих. 

4.29. Продолжения сторон AD и ВС выпуклого четырех- 
угольника ABCD пересекаются в точке О; М и М№— середины 
сторон АВ и CD, Ри О— середины диагоналей АС и BD. 
Докажите, что: 

а) 5рмом=|Элвр— Элсь |/2; 
боро = Sanco! - 

4.30. На сторонах АВ и CD выпуклого четырехугольника 
ABCD взяты точки Е и F. Пусть K, L, М и № — середины отрезков 
DE, BF, СЕ и AF. Докажите, что четырехугольник KLMN 

выпуклый и его площадь не зависит от выбора точек E и F. 
4.31. Середины диагоналей AC, BD, CE, ... выпуклого 

шестиугольника ABCDEF образуют выпуклый шестиугольник. 

Докажите, что его площадь в четыре раза меньше площади 
исходного шестиугольника. 

4.32. Диаметр РО и перпендикулярная ему хорда RS 
пересекаются в точке А. Точка С лежит на окружности, 
а точка В— внутри окружности, причем BC |РО и ВС= ВА. 
Из точек А и В опущены перпендикуляры АК и BL на 

прямую СО. Докажите, что Э.ск=овсг. 

* *K * 

4.33. Через точку О, лежащую внутри треугольника ABC, 
проведены отрезки, параллельные сторонам (рис. 41). Отрезки 
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AA,, BB, и CC, разбивают 
треугольник ABC на четыре 
треугольника и три четырех- 
угольника. Докажите, что 
сумма площадей треуголь- 
ников, прилегающих к вер- 
шинам A, В и С, равна C, a — Ay 

площади четвертого Tpe- —— -->_ 
угольника. ы ы у 

4.34. На биссектрисе уг- 0 2 в с 
ла А треугольника АВС взя- Рис 41 
та точка A, так, что 
AA, =p—a=(b+c—a)/2, и через точку A, проведена прямая [, 
перпендикулярная биссектрисе. Если аналогично провести 
прямые /, и /., то треугольник АВС разобьется на части, среди 
которых четыре треугольника. Докажите, что площадь одного 
из этих треугольников равна сумме площадей трех других. 

См. также задачи 3.38—3.41, 13.52— 13.56, 16.5, 24.5. 

S?
 

‘
l
e
n
t
e
s
 

ss
 

$ 6. Прямые и кривые, делящие фигуры 
на равновеликие части 

4.35. Отрезок ММ, параллельный стороне СР четырех- 
угольника ABCD, делит его площадь пополам (точки 
М и М№ лежат на сторонах ВС и AD). Длины отрезков, 
проведенных из точек А и В параллельно CD до пересечения 
с прямыми BC и АО, равны а и Ob. Докажите, что 
MN?=(ab+c*)/2, где c=CD. 

4.36. Каждая из трех прямых делит площадь фигуры 
пополам. Докажите, что часть фигуры, заключенная внутри 
треугольника, образованного этими прямыми, имеет площадь, 
не превосходящую 1/4 площади всей фигуры. 

4.37. Прямая / делит площадь выпуклого многоугольника 
пополам. Докажите, что эта прямая делит проекцию данного 
многоугольника на прямую, перпендикулярную /, в отноше- 

нии, не превосходящем 1+,/2. 

4.38. Докажите, что любой выпуклый многоугольник мож- 

но разрезать двумя взаимно перпендикулярными прямыми 

на четыре фигуры равной площади. 

4.39. а) Докажите, что любая прямая, делящая пополам 

площадь и периметр треугольника, проходит через центр 

вписанной окружности. 

6) Докажите аналогичное утверждение для любого описан- 

ного многоугольника. 
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4.40. Точки А и В окружности 5, соединены дугой 
окружности S,, делящей площадь круга, ограниченного S,, 
на равные части. Докажите, что дуга 9., соединяющая 
А и В, по длине больше диаметра 5.. 

4.41. Кривая Г делит квадрат на две части равной 
площади. Докажите, что на ней можно выбрать две точки 
Аи В так, что прямая АВ проходит через центр О квадрата. 

См. также задачи 6.51, 6.52, 16.8, 18.29. 

$ 7. Формулы для площади четырехугольника 

4.42. Диагонали четырехугольника АВСР пересекаются 
в точке Р. Расстояние от точек A, В и P до прямой CD 

равны a, Б и р. Докажите, что площадь четырехугольника 
ABCD равна аб’ СР /2p. 

4.43. Четырехугольник ABCD вписан в окружность ради- 
уса К; ф— угол между его диагоналями. Докажите, что 
площадь 5 четырехугольника ABCD равна 2К ? ут Asin Bsing. 

4.44. Докажите, что площадь четырехугольника, диагонали 
которого не перпендикулярны, равна {еф'|а?-+с2-Ь2-—4? |4, 
где a, b, си d— длины последовательных сторон, ф — угол 
между диагоналями. 

4.45. а) Докажите, что площадь выпуклого четырехуголь- 
ника ABCD вычисляется по формуле 

S?=(p—a)(p—b)(p—c)(p—4d)—abcdcos? ((B+ D)/2), 

где р— полупериметр, a, В, с, d— длины сторон. 
6) Докажите, что если четырехугольник ABCD вписанный, 

то S*=(p—a)(p—b)(p—c)(p—4d). 
в) Докажите, что если четырехугольник АВСР описанный, 

то S*=abcdsin* ((B+D)/2). 
См. также задачу 11.34. 

$ 8. Вспомогательная площадь 

4.46. Докажите, что сумма расстояний от точки, взятой 
произвольно внутри правильного треугольника, до его сторон 
постоянна (и равна высоте треугольника). 

4.47. Докажите, что длина биссектрисы AD треугольника 

АВС равна 76 оз. 
b+c 2 

4.48. Внутри треугольника АВС взята точка О; прямые 
АО, ВО и СО пересекают его стороны в точках A,, В, 
и C,. Докажите, что: 
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a) 

6) СВ A,C ВА 

4.49. Даны (2п-— 1)-угольник A, ...А.„_! И точка О. Прямые 
АО и A,4,-14,+, пересекаются в точке B,. Докажите, 
что произведение отношений A,,,,8,/A,4,B, (К=1,...п) 
равно |. 

4.50. Дан выпуклый многоугольник A,A,...A,. На стороне 
A,A, взяты точки В, и D,, на стороне А.А, —точки В, 
и D, и т. д. таким образом, что если построить параллелог- 
раммы A,B,C,D,, .... A,B,C,D,, то прямые A,C,, ..., А, С, 
пересекутся В одной точке О. Докажите, что 

АВ, А.В. :.... АВ, =АБ,. А.О, .... А, О,. 
4.51. Длины сторон треугольника образуют арифметичес- 

кую прогрессию. Докажите, что радиус вписанной окружности 
равен трети одной из высот треугольника. 

4.52. Расстояния от точки Х стороны ВС треугольника 
АВС до прямых АВ и АС равны а, и d,. Докажите, что 
4 /[4.=ВХ-АС (СХ. АВ). 

4.53. Многоугольник, описанный около окружности ради- 
уса г, разрезан на треугольники (произвольным образом). 
Докажите, что сумма радиусов вписанных окружностей этих 
треугольников больше г. 

4.54. Через точку М, лежащую внутри параллелограмма 
ABCD, проведены прямые РК и QS, параллельные сторонам 
ВС и АВ (точки P, О, Ки S лежат на сторонах AB, ВС, 
CD и DA соответственно). Докажите, что прямые BS, PD 

и МС пересекаются в одной точке. 
4.55. Докажите, что если никакие стороны четырех- 

угольника не параллельны, то середина отрезка, соединя- 
ющего точки пересечения противоположных сторон, лежит 
на прямой, соединяющей середины диагоналей (прямая 
Гаусса). 

4.56. В остроугольном треугольнике АВС проведены вы- 
соты ВВ, и СС, и на сторонах АВ и АС взяты точки 
Ки Г так, что AK=BC, и AL=CB,. Докажите, что прямая 
AO, где О — центр описанной окружности треугольника ABC, 
делит отрезок КЁ пополам. 

4.57. Медианы AA, и СС, треугольника АВС пересекаются 
в точке М. Докажите, что если четырехугольник АВС. М 
описанный, то АВ= ВС. 

4.58. Внутри треугольника АВС взята точка О. Обозначим 
расстояния от точки О до сторон ВС, СА, АВ треугольника 
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через 4, 4, 4, а расстояния от точки О до вершин A, 

В, С через R,, R,, К.. Докажите, что: 
а) aR, 2 са, + Ба,, 
6) d,R,+4,R,+4,.R,22(d,d,+d,d,.+d,d,); 

в) А. + А, + К.> (а, +а, +а,); 

г) R,R,R.2(R/2r) (а, +4ь) (4% + 4,) (а. +а,). 

См. также задачи 5.5, 10.6. 

$ 9. Перегруппировка площадей 

4.59. Докажите, что площадь правильного восьмиуголь- 
ника равна произведению длин наибольшей и наименьшей 
его диагоналей. 

4.60. Из середины каждой стороны остроугольного тре- 
угольника опущены перпендикуляры на две другие стороны. 
Докажите, что площадь ограниченного ими шестиугольника 
равна половине площади исходного треугольника. 

В С 8 С 
a rT i. 4 1 a a Li it д Ai 

ms т т v т WY п 

м [ 

a
 

A a D A 6 77) 

Рис. 42 

4.61. Стороны АВ и CD параллелограмма ABCD площади 
| разбиты на п равных частей, AD и ВС — на т равных частей. 

а) Точки деления соединены так, как показано на рис. 42, а. 

6) Точки деления соединены так, 
как показано на рис. 42,6. 

Чему равны площади образовав- 
шихся при этом маленьких парал- 
лелограммов? 

4.62. а) Четыре вершины пра- 
вильного двенадцатиугольника рас- 
положены в серединах сторон квад- 
pata (рис. 43). Докажите, что пло- 
щадь заштрихованной части в 12 
раз меньше площади двенадцати- 

Рис. 43 угольника. 
6) Докажите, что площадь две- 

надцатиугольника, вписанного в окружность радиуса 1, 
равна 3. 
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Задачи для самостоятельного решения 

4.63. Стороны вписанного четырехугольника ABCD удов- 
летворяют соотношению AB-BC=AD:DC. Докажите, что 
площади треугольников АВС и ADC равны. 

4.64. Можно ли двумя прямолинейными разрезами, про- 
ходящими через две вершины треугольника, разрезать его 
на такие четыре части, чтобы три треугольника (из числа 
этих частей) были равновеликими? 

4.65. Докажите, что все выпуклые четырехугольники, име- 
ющие общие середины сторон, равновелики. 

4.66. Докажите, что если два треугольника, получающихся 
при продолжении сторон выпуклого четырехугольника до их 
пересечения, равновелики, то одна из диагоналей делит 
другую пополам. 

4.67. Площадь треугольника равна S, периметр равен Р. 
Прямые, на которых расположены его стороны, отодвигаются 
(во внешнюю сторону) на расстояние A. Найдите площадь 
и периметр треугольника, образованного тремя полученными 
прямыми. 

4.68. На стороне АВ треугольника АВС взяты точки 
Du Е так, что ДАСР= 0 БРСЕ= 4 ЕСВ=ф. Найдите от- 
ношение CD:CE, если известны длины сторон АС и ВС 
и угол ф. 

4.69. Пусть AA,, BB, и СС, — биссектрисы треугольника 
АВС. Докажите, что 

Удиви с, /Злвс = 2abe |((at+b)-(b+c)-(c+a)). 

4.70. Точки М и N являются серединами боковых сторон 
АВ и СР трапеции АВСР. Докажите, что если удвоенная 
площадь трапеции равна АМ: МВ+СМ-МРЬ, то AB= 
=СРр=ВСсС+ АД. 

4.71. Если четырехугольник с попарно различными длина- 
ми сторон вписан в окружность радиуса К, то существует еще 
два не равных ему четырехугольника с такими же длинами 
сторон, вписанных в ту же окружность. Эти четырехугольники 
имеют не более трех различных длин диагоналей: d,, 4. и 4.. 
Докажите, что площадь четырехугольника равна 44.4. /4К. 

4.72. На сторонах АВ, ВС и СА треугольника АВС взяты 
точки C,, A, и В,; точки C,, A, и В, симметричны этим 
точкам относительно середин соответствующих сторон. До- 
кажите, что S4,B,C, Эл. в.С.. 

4.73. Внутри треугольника АВС взята точка Р. Прямые, 
проходящие через точку Р и вершины треугольника, 
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пересекают стороны в точках A,, В, и C,. Докажите, 

что площадь треугольника, образованного серединами от- 
резков AA,, BB, и CC,, равна четверти площади треугольника 
A,B,C,. 

Решения 

4.1. Треугольники, прилегающие к одной стороне, имеют равные 

основания и общую высоту, поэтому они равновелики. Пусть 

М — точка пересечения медиан треугольника АВС. Прямая ВМ 

разрезает каждый из треугольников АВС и АМС на два равновеликих 

треугольника, поэтому Злвм=о9всм. Аналогично Эвсм = сам. 

4.2. Из равенства площадей треугольников АВР и ВСР слсдует, 

что расстояния от точек А и С до прямой ВР равны. Поэтому 

прямая ВР либо проходит через середину отрезка АС, либо 

параллельна ему. Искомые 

точки изображены на рис. 44. 

4.3. Обозначим точку пе- 

ресечения прямой LO со сто- 

роной АС через L,. Так как 

Srtop=Smoc И AMOC=AL, ОС, 

TO 51ов=5р ос. Высоты Tpe- 

угольников LOB и Г. ОС рав- 

ны, поэтому LO=L,O, т.е. 

PW точка О лежит на медиане, 
Puc. 44 проведенной из вершины A. 

Аналогично доказывается, что 

точка О лежит на медианах, проведенных из вершин Ви С, т.е. 

О — точка пересечения медиан треугольника. Проведенные рассужде- 

ния показывают также, что точка пересечения мсдиан трсугольника 

обладает требуемым свойством. 

4.4. Так как S4 pp,=Sa,an=Sasc, TO бл, в, = 25. Аналогично 

вв, с, = эсс, ла, =25. Поэтому $лвс= 7%. 

4.5. Поскольку AB=BB,, ТО Sgg.c=Spac. А так как BC=CC,, 

TO Sgic,c=Sps,c=Spac И Эвв,с, =25вАСс. Аналогично 5рр, д, =25лсь, 

поэтому Spp,c,+Spp,4, = 2S asc + 2S acp = 2S asco. Аналогично 

лл, в, Росс, р, =25лвср» ПОЭТОМУ = S4.3.c,0,=Sasco+Saa,p,+Spp,c, + 

+ 5сс, р, + Эрь, 4, = Э5Авср- 
4.6. Пусть О — центр описанной окружности. Так как AD, ВЕ 

И CF— диаметры, то S4so = ЭРЕО = ЭАЕО, Sco = ЭЕРО = ЭСЕО, 

5сро= бло = 9 лсо. Ясно также, что бдвсрЕг=2 (5дво + Эвсо + Эсро) 

И Sace=SarcotSceot Saco. Следовательно, Sagcper = 25 АСЕ. 

4.7. Пусть Е и Е— середины диагоналей АС и BD. Так как 

Улов = лор, ТОЧКа О лежит на прямой AF. Аналогично точка 

О лежит на прямой CF. Предположим, что точка пересечения 
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диагоналей не является серединой ни одной из них. Тогда прямые 

AF и CF имеют единственную общую точку Ё, поэтому O=F. 

Аналогично доказывается, что O=E. Получено противоречис. 

4.8. Пусть диагональ АС трапеции ABCD с основанием AD 

равна 5. Достроим треугольник АСВ до параллелограмма АСВЕ. 

Площадь трапеции ABCD равна площади прямоугольного треуголь- 

ника DBE. Пусть ВНр— высота треугольника DBE. Тогда 

ЕН? = BE*— ВН? =5?*—4?=3? и ED=BE*/EH=25/3. Поэтому 
5рвЕ= ЕЁ) ` ВН/2 = 50/3. 

4.9. Так как Sypr=Sync, TO ЕС| АВ. Остальные диагонали тоже 

параллельны соответствующим сторонам. Пусть Р— точка пересече- 

ния BD и ЕС. Если Эврс=х, ТО Sapcpe=Sapet Seppt+ Sepc + Sppc=3 +X 

(Sepp=Sape=1, Tak как ABPE—napannenorpamMM). Так как 

Spec: Sppc= BP: DP = Sepsg: Sepp, TO x:(l—-x)=I1:x, a значит, 

x=(/5-1)/2 и Sancoe=(/5 + 5)/2. 
4.10. Центры всех трех прямоугольников совпадают (см. зада- 

чу 1.7), поэтому два меньших прямоугольника имеют общую диа- 

гональ АГ. Пусть М и N— вершины этих прямоугольников, лежащие 

на стороне ВС. Точки М и М№ лежат на окружности с диаметром 

КГ. Пусть О — центр этой окружности. О, — проекция точки О на 

ВС. Тогда ВО, =СО, и MO,=NO,, а значит, ВМ = МС. Чтобы 

доказать, что 9Экм-+о9ким=оЭквсг, Достаточно проверить, что 

(5квм + Sitcom) + (Зквм + Sten) = Эквст = BC (KB+ CL)/2 = BC: АВ/2. Оста- 
ется заметить, что KB-BM+KB-BN=KB-BC, LC:CM+LC: 

“CN=LC:BC и KB-BC+LC:BC=AB: ВС. 

4.11. Опустим из точки С перпендикуляр / на прямую AB. 

Пусть точки А’, В’и Е’ симметричны точкам A, Ви Е относительно 

прямой [ Тогда треугольник АА’С равносторонний, причем 

1 АСВ= 1 ВСВ’ = 1 В’'СА' = 20°. Треугольники EE'C и DEC равнобед- 

ренные с углом при вершине 20°, причем боковая сторона EC 

у них общая. Следовательно, Sygct2Sgepc=Sasct+2Sepc. Tak как 

Е-—ссредлина ВС, то 25ЕЕс=оЭвЕ.с= 9вв.с/2. Поэтому Saget 

+ Sipe =Saarc/2=/3/8. 
4.12. Пусть площади треугольников T,, Т, и T, равны а, b и с. 

Трсугольники Г, и Т, гомотетичны, поэтому прямые, соединяющие 

их соотвстственные вершины, пересекаются в одной точке О. 

Коэффициент К подобия этих треугольников равен ./a/c. Ясно, что 

бл, в, 0: 5с, 0 =4: О: С. О=К. Записывая аналогичные — равенства 

и складывая их, получасм a:b=k, а значит, Б=_/ас. 

4.13. Воспользовавшись результатом задачи 1.3, легко проверить, 
ВО pt+pq ВК 4 CR а+аг CP р 

BB, \+pt+pq BB, 1+а+4а’ CC, 1l+qtqr CC, 1l+r+pr 
Spor QR PR 5квс B,C B,R 
—— = aH te , 
5квс RB, RC Sasc AC BB, 

что 

Ясно также, что Поэтому 
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Spor _ Ок PR В, С _ ок РК CC, iB, C ОК 
Учитывая, что = 

Suse BB, “RC AC _ ВВ, ‘CC, CR AC BB, 

— Ptea mE HG) ~ parr) 
l+pt+pq \1+qt+rq Т+р+ра 1+а+та И+р+раИ-+а-+аг) 

РК (it+r)(1—pqr) 

CC, (+а+аг)И+г+ре)’ 
получаем 

Spor _ (1— рак)? 

Sasc (1+p+pq)(1+qt+ar)(l+r+pr) 

4.14. Если 5 лов = Scop; то AO: BO=CO - DO. Поэтому 

ААОРс>АСОВ и АБ| ВС. Эти рассуждения обратимы. 

4.15. а) Так как Sapp. Sapp= DP: BP=Scpp: Szcp; TO 

Sapp =Sasp’ Scop/Szcp- 

6) Согласно задаче a) Sapp: Scpap=Sasp’Scpp. Поэтому 

Sapp’ Scap* Scop’ Sapp =(Sapp‘ Scar)’. 

4.16. После сокращения на sin? @/4, где @—yron между диаго- 

налями, данное равенство площадей перепишется в видс 

(AP: ВР)?+(СР.ОР)? =(ВР.СР)?+(АР.ОР)?, т.е. (АР?-СР?)(ВР*- 

— DP’)=0. 

4.17. Предположим, что четырехугольник ABCD не параллело- 

грамм; например, прямые АВ и СР пересекаются. Согласно задаче 7.2 

множеством точек Р, лежащих внутри четырехугольника ABCD, для 

которых Эдвр + Scpp= Эвср + Sapp = Saspcp/2, является отрезок. Слсдоватс- 

льно, точки P,, P, и P; лежат на одной прямой. Получено противоречие. 

4.18. Ясно, что Saxon =Saxot+ Sano =(Saopt+Saov)/2. Аналогично 

Эсгом = (5всо + Scop)/2. Поэтому 5лком- Scrom = Эавср /2. 
4.19. Если площади параллелограммов КВГО и MDNO равны, 

то ОК: ОГ. =ОМ ОМ. Учитывая, что ОМ=КА и OM=LC, получаем 

KO: KA=LC:LO. Следовательно, AKOACOALCO, а значит, точка 

О лежит на диагонали АС. Эти рассуждения обратимы. 

4.20. Пусть h,, h uw h, — расстояния от точек A, М и В до прямой 

CD. Согласно задаче 1.1, 6) й=рй, + (1—р)й,, где р= АМ/АВ. Поэтому 

Spmc=h: DC/2=(h,p:DC+h, (1—p):DC)/2=Sgen+ $5 лом. Вычитая из 

обеих частей этого равенства 5ркм-+ сим, Получаем требуемое. 

4.21. Согласно задаче 4.20 9 бдвр, + 5срв, = блвср- Поэтому 

Эл, вс. р, = Эл, ви, + Sc,p,8, =(1 — 2р)5лвр, + (1 —2p)Scos, =(1 — 2p) Sanco. 
4.22. Согласно задаче 4.21 площадь среднего из четырехуголь- 

ников, заданных отрезками, соединяющими точки сторон АВ и СР, 

в пять раз меньше площади исходного четырехугольника. А так 

как каждый из рассматриваемых отрезков делится отрезками, со- 

единяющими соответствующие точки другой пары противоположных 

сторон, на пять равных частей (см. задачу 1.16), то, воспользовавшись 

еще раз результатом задачи 4.21, получим требуемое. 
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‘4.23. На сторонах AB, BC, CD и AD взяты точки К, Г, 

М и WN соответственно. Предположим, что диагональ КМ не 

параллельна стороне AD. Фиксируем точки К, М, N и будем 

двигать точку L по стороне ВС. При этом площадь треугольника 

KLM изменяется строго монотонно. Кроме того, если LN|| AB, то 

выполнястся равенство Syxynt+Spxeirt+Scrum+Spmn=Sascpn/2, т.е. 

Skimn = ЭАвср /2. 

4.24. Пусть L, и №, — середины сторон ВС и AD соответственно. 

Тогда КЁ, ММ, — параллелограмм и его площадь равна половине 

площади четырехугольника ABCD (см. задачу 1.37, а). Поэтому 

достаточно доказать, что площади параллелограммов KLMN 

и KL,MN, равны. Если эти параллелограммы совпадают, TO 

доказывать больше ничего нс нужно, а если они не совпадают, то, 

так как ссредина отрезка КМ является их центром симметрии, 

LL,||NN, и ВС] АР. В этом случае средняя линия КМ трапеции 

ABCD параллельна основаниям ВС и AD, и поэтому высоты 

треугольников KLM и КЕ, М, опущенные на сторону КМ, равны, 

т. с. равны площади параллелограммов KLMN и KL,MN,. 

4.25. Пусть данные прямые [ и [, делят квадрат на четыре 

части, площади которых равны S,, 55, 9, и S,, причем для первой 

прямой площади частей, на которые она делит квадрат, равны 

S,+S, и S,+S,, а для второй опи равны 5+5, и 5,+5.. Так 

как по условию 5, =5,=5., то 5, +5.=9.+5.. Это означает, что 

образ прямой [ при повороте относительно центра квадрата на 

+90° или —90° не просто параллелен прямой /,, а совпадает с ней. 

Остается доказать, что прямая [, (а значит, и прямая [,) 

проходит через центр квадрата. Предположим, что это не верно. 

Рассмотрим образы прямых [ и [, при поворотах на +90° 

и обозначим площади частей, на которые они делят квадрат, так, 

как показано на рис. 45 (на этом рисунке изображены оба различных 

варианта расположения прямых). Прямые /, и [, делят квадрат Ha 

Рис. 45 

четыре части, площади которых равны a, a+b, at+2b+c и а+ Ь, 

причем числа a, b и с ненулевые. Ясно, что три из указанных 

четырех чисел не могут быть равны. Получено противоречие. 
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4.26. Все три рассматриваемых треугольника имеют общее ос- 

нование АМ. Пусть h,, h, и hy— расстояния от точек В, Си D до 
—> — —> 

прямой АМ. Так как АС = АВ+ АО, то h,=|h, thy}. 

4.27. Можио считать, что Р— общая точка параллелограммов, 

построенных на сторонах АВ и ВС, т.е. эти параллелограммы 

имеют вид АВРО и СВРЕ. Ясно, что блсвко= Эдвво + Эсврв. 

4.28. Пусть сторона данного шестиугольника paBua a. Продол- 

жения красных сторон шсстиугольника образуют правильный тре- 

угольник со стороной За, причем сумма площадей красных треуголь- 

ников равна половине произведения а на сумму расстояний от 

точки О до стороны этого треугольника, поэтому опа равна 

a?-3,/3/4 (см. задачу 4.46). Сумма площадей синих треугольников 

вычисляется аналогично. 

4.29. а) Площадь параллелограмма РМОМ равна BC: ADsina/4, 

где и— угол между прямыми AD и ВС. Высоты треугольников 

ABD и ACD, опущенные из вершин Ви С, равны OBsina и OCsina, 

поэтому |S4sp—Sacp| =|OB—OC|:- АР зша/2 = ВС - ADsina/2. 

6) Пусть для определенности пересекаются лучи AD и ВС. 

Так как PN||AO и ОМ|]СО, точка N лежит внутри треугольни- 

Spmon Saco . Saco 
Ka OPQ. Поэтому Soro = Spgn + ЭРОМ + Sgon = 2 + 4 + 4 = 

_ (блвр-— Saco+ блср + Saco) _ Sascp 

4 4 _ 

4.30. Отрезки КМ и ГМ являются средними линиями треуголь- 

ников CED и AFB, поэтому они имеют общую точку — середину 

отрезка EF. Кроме того, KM=CD/2, LN=AB/2 и угол между 

прямыми КМ и LN равен углу a между прямыми АВ и CD. 

Поэтому площадь четырехугольника КГММ равна AB-CDsina/8. 

4.31. Обозначим середины диагоналей шестиугольника ABCDEF 

так, как показано на рис. 46. Докажем, что площадь четырехугольника 

A,B,C,D, в четыре раза меньше площади четырехугольника ABCD. 

Воспользуемся для этого тем, что площадь четырехугольника равна 

половине произведения длин диагоналей на синус угла между ними. 

Так как A,C, и В, ), —средние линии треугольников BDF и ACE, 

получаем требуемое. Аналогично доказывается, что площадь четы- 

рехугольника D, Е, F, A, в четыре раза меньше площади четырехуголь- 

ника DEFA. 

4.32. Пусть a= РОС. Тогда 25 .ск=СК` АК=(АРсо5 а). 

‘(AQ sin a) = AR’ sinacosa= ВС? ут а с05 “ = ВЁ. : СЁ. = 25 вси. 
4.33. Пусть S,, S, и 9. — площади треугольников, прилегающих 

к вершинам A, Ви С; 5— площадь четвертого рассматриваемого 

треугольника. Ясно, что блсс, Е Эвла, + Эсвв, = Элдвс— 9+5, + Эь + S,. 

Кроме того, Злвс= блос + блов + Spoc = Sacc, + Spaa, + Эсвв, . 
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4.34. Пусть О — центр вписанной окружности треугольника ABC, 

В, — точка касания вписанной окружности со стороной АС. Вырежем 

из треугольника АВС треугольник AOB, и отразим его симметрично 

относительно биссектрисы угла OAB,. При этом прямая OB, перейдет 

в прямую [,. Проделаем такую операцию для остальных треуголь- 

ников. Общие части полученных при этом треугольников являются 

тремя треугольниками рассматриваемого разбиения, а непокрытая 

часть треугольника АВС — четвертым треугольником. Ясно также, 

что площадь непокрытой части равна сумме площадей частей, 

покрытых дважды. 

4.35. Пусть для определенности лучи AD и ВС пересекаются 

в точке О. Тогда 5сро: Suno=¢7:x7, где x= ММ, и Sapo: Suno=ab: х?, 
так как ОА:ОМ=а:х и OB:OM=b:x. Следовательно, х?—с?= 

=ab—x?, т.е. 2х? =ab+c?. 
4.36. Обозначим площади частей фигуры, на которые ее делят 

прямые, так, как показано на рис. 47. Площадь всей фигуры 

Рис. 46 Рис. 47 

обозначим через 5. Так как S$,+(S,+S,)=S/2=S,+5S,+(S,+5,), To 

53=5,+55. Складывая это равенство с равенством S/2=S,+ 

+52+5:+5., получаем 5/2=25, +5.+5.+95225,, т.е. 5, <5/4. 

4.37. Обозначим проекцию прямой [ через В, крайние точки 

проекции многоугольника — через А и С. Пусть С, —точка много- 

угольника, проецирующаяся в точку С; прямая [ пересекает мно- 

гоугольник в точках Ки Г, а К; и Г, —точки прямых C,K u C,L, 

проецирующиеся в точку А (рис. 48). 

Одна из частей, на которые прямая [ делит многоугольник, 

содержится в трапеции K,KLL,, другая часть содержит треугольник 

C,KL. Поэтому 5к,кы,25с, ки, Т.е. АВ-(КЕ+К,Г.)>ВС.КГ. Так 

как K,L,=KL-(AB+BC)/BC, то АВ-(2+АВ/ВС)> ВС. Решая это 

квадратное неравенство, получаем BC/AB<14+.,/2. Аналогично 
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AB/BC <1 +/2 (нужно провести Te же рассуждения, поменяв местами 

Аи С). _ 

4.38. Обозначим площадь многоугольника через 5. Пусть J— 

произвольная прямая. Введем систему координат, для которой 

прямая [ является осью Ох. Пусть 5(а)— площадь той части 

многоугольника, которая лежит ниже прямой у=а. При изменении 

а от —© до +0 5(а) непрерывно меняется от 0 до 5, поэтому 

S(a)=S/2 для некоторого а, т.е. прямая у=а делит площадь 

многоугольника пополам. Аналогично существует прямая, перпен- 

дикулярная / и делящая площадь многоугольника пополам. Эти 

две прямые разбивают многоугольник на части, площади которых 

равны 5,, S,, 5; и 65. (рис. 49). Так как S,+5S,=S,+S, 

yh 

5, Sy 

al 

5, 5 

[ a 

0 т 

Рис. 48 Рис. 49 

и 5, +54 =5.-+5:, то S;=S,;=A u S,=S,=B8. При повороте прямой 

[Г на 90° А заменится на В, а В на А. Так как А и В изменяются 

при повороте / непрерывно, то для некоторого положения прямой 

A=B, т.е. площади всех четырех фигур равны. 

4.39. а) Пусть прямая, делящая пополам площадь и периметр 

треугольника АВС, пересекает стороны АС и ВС в точках Ри О соот- 

ветственно. Обозначим центр вписанной окружности треугольника 

АВС через О, радиус вписанной окружности через г. Тогда 

Sasgop =" (AP+AB+BQ)/2 и Sogcp=r(QC+CP)/2. Так как прямая 

РО делит перимстр пополам, то АР+АВ+ВО=ОС+ СР, поэтому 

Sasgorp=Sogcr- Кроме того, ФлвоР=ЭосрР ПО условию. Поэтому 

Sogp=9, Т. с. прямая ОР проходит через точку О. 

6) Доказательство проводится аналогично. 

4.40. Рассматривая образ окружности 5, при симмстрии от- 

носительно центра окружности 5, и учитывая равенство площадей, 

можно доказать, что диаметр AA, окружности 5, перссскает Sy 

в некоторой точке АК, отличной от A, причем АК>А,К. Окружность 
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радиуса KA, с центром К касается окружности 5, в точке А,, 

поэтому ВК> А, К, т.е. ВК+КА>А, А. Ясно также, что сумма длин 

отрезков ВК и КА меньше длины дуги S,, соединяющей точки А и В. 

4.41. Случай, когда точка О принадлежит Г, очевиден; поэтому 

будем предполагать, что О не принадлежит Г. Пусть Г’— образ 

кривой Г при симметрии относительно точки О. Если кривые 

Г и Г’ не пересекаются, то части, на которые Г делит квадрат, 

не могут быть равной площади. Пусть Х— точка пересечения Ги Г’, 

а точка Х’ симметрична Х относительно точки О. Так как при 

симметрии относительно точки О кривая Г’ персходит в Г, то X’ 

принадлежит Г. Поэтому прямая ХХ’ искомая. 

4.42. Пусть площади треугольников АРВ, ВРС, CPD и DPA 

равны S,, S,, 9; и Sy. Тогда a/p=(S,+8,)/S,; и В: СЬ/2=5.+5,, 

а значит, ар: СО/2р=(5. +5.) (5. +52)/5.. Учитывая, что 5,94 =5, 55, 

получаем требусмос. 

4.43. Применяя теорему синусов к трсугольникам АВС и ABD, 

1 
получаем AC=2RsinB и BD=2Rsin A. Поэтому S= 5 АС: BDsingo= 

=2R*sin Asin Bsin ф. 
4.44. Tak как площадь четырехугольника равна (4, 4, эт Ф)/2, где 

аа и 4›— длины диагоналей, то остается проверить, что 

2d,d,cos@=la*+c?—b*—d?|. Пусть О — точка пересечения диагона- 

лей четырехугольника ABCD, go=LAOB. Тогда АВ?=АО?*+ 

+ВО?—2АО:ВОсозф и ВС?=ВО?+СО?+2ВО-` СО созф. Поэтому 
AB*— ВС? = АО*—СО?—2ВО.АСсозф. Аналогично CD?—AD?= 
=СО?—АО?-—2рО:АСсозф. Складывая эти равенства, получаем 

требуемос. 

Замсчание. Так как 165?=441 45; sin? ф=441 а: — (24, 4, соз Ф)?, 
то 16S? =4d?d3—(a*+c*—b?-d’)?. 

4.45. а) Пусть AB=a, BC=b, CD=c и AD=d. Ясно, что 

$ = блвс-+ $ льс = (аб зт B+cdsin D)/2 и a?+b6?—2abcos B= AC? =с?+ 
+d?—2cdcos р. Поэтому 

165? =4a* b? —4a?b’ cos? B+-8abcd sin Bsin D+ 4c? 4? —4с? 4? cos? р, 

(a? +b*—c?—d’)? + 8abcdcos Bcos D=4a’b* -cos* B+ 4c? 4? cos? D. 

Подставляя второс равенство в первое, получасм 

16S? =4 (а6 + са)? —(a*+b*-c?—d’)?— 

— 8abcd(1+cos В соз D—sin В sin D). 

Ясно, что 4(ab+ са)? —(a?+b*—c? —d’)* =16(р-а)(р-Ь)(-с)@-а) 
и 1+cos Bcos D—sin Bsin D=2cos? ((B+ D)/2). 

6) Если ABCD — вписанный четырехугольник, то £ B+ 4 D=180°, 

а значит, cos” ((B+D)/2)=0. 
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в) Если АВСР— описанный четырехугольник, то a+c=b+d, 

поэтому p=a+c=b+d и p—a=c, p—b=d, p—c=a, p—d=b. Сле- 

довательно, 5? =арса(1 — соз? ((B+ D)/2)) =abcd sin? ((B+ D)/2). 
Если четырехугольник ABCD вписанный и описанный одновремен- 

но, то S?=abcd. 

4.46. Из точки О, лежащей внутри правильного треугольника 

ABC, опустим перпендикуляры OA,, OB, и ОС, на стороны ВС, 

АС и АВ соответственно. Пусть а-— длина стороны треугольника 

ABC, й— длина высоты. Ясно, что 5лвс= 9всо + 5лсо + 5лво. Следо- 

вательно, ай=а`ОА, +а' ОВ, +а`ОС,, т.е. h=OA,+O0B,+0C,. 

4.47. Пусть AD=I. Тогда 2Sypp=clsin(a/2), 2S4cp=bl зщ (9/2) 
и 254вр=бсято. Следовательно, с/т (9/2) + Ы т (a/2) = Бс sina= 

= 2bc sin (a/2) cos (a/2). 

4.48. а) Пусть расстояния от точек А и О до прямой ВС равны 

h и h,. Тогда Sosc: Sasc=h,:h=OA,:AA,. Аналогично 

Souc: двс = ОВ. : ВВ, И Soap: Saspc=OC,:CC,. Складывая эти равен- 

ства и учитывая, что Sogct+ 5олс + Soasp=Sasc, Получаем требуемое. 

6) Пусть расстояния от точек В и С до прямой AA, равны 4, и 4.. 

Тогда 5лво: Saco=4,:d,=BA,:A,C. Аналогично Syco: 9всо =АС,: С. В 

И Sgco:Saso=CB,:B,A. Остается перемножить эти равенства. 

4.49. Легко проверить, что отношение длин отрезков A,,+4,-1 B, 

и 4А,.„В, равно отношению площадей треугольников A,4,-,OA, 

и A,OA,+,. Перемножая эти равенства, получаем требуемое. 

4.50. Так как 4,В,С;); — параллелограмм и точка О лежит на 

продолжении его диагонали A;C;, то бдво=элдро, а значит, 

АВ: АА), =й,:й;-1, где й,— расстояние от точки О до стороны 

A,Aj+1- Остается перемножить эти равенства для #=1, ..., И. 

4.51. Пусть длины сторон треугольника АВС равны а, b и с, 

причем a<b<c. Тогда 2b=a+c и 2Sygc=r(at+b+c)=3rb, где г— 

радиус вписанной окружности. С другой стороны, 25лвс=йЬб. 

Поэтому r=h,/3. 

4.52. Достаточно заметить, что d,- АВ=25хв= ВХ: АХ зшоф, где 

ф=ДАХВ и d,-AC=2S4xc=CX: АХзтф. 

4.53. Пусть r,, ..., Г. — радиусы вписанных окружностей получен- 

ных треугольников, P,, ..., Р„ — их периметры, a Sj, ..., S$,— площади. 

Площадь и периметр исходного многоугольника обозначим через 

5 и Р соответственно. 

Ясно, что P;<P (см. задачу 9.27, 6). Поэтому 

5, $ 5, Ss, _S 
НЫЕ +. Flo oot tioarear. 

1 
n 

4.54. Через точку № пересечения прямых BS и СМ проведем 

прямые О, 5, и P,R,, параллельные прямым QS и PR (точки P,, 

Q,, К и 5, лежат на сторонах AB, BC, CD и DA). Пусть 
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Ги С — точки пересечения прямых PR и Q,S,, Р.Е, и QS. Так 

как точка М лежит на диагонали NC параллелограмма NQ,CR,, 

то Sro,om=Smrr,c (задача 4.19), а значит, Syo, ос=Эмгкв,. Точка 

№ лежит на диагонали BS параллелограмма АВО5, поэтому 

Sap,ws, = ЭМ, 06 = ЭМЕКК, - Следовательно, точка N лежит на диагонали 

PD параллелограмма APRD. 

4.55. Пусть Е и Е-— точки пересечения продолжений сто- 

рон данного четырехугольника. Обозначим вершины четырехуголь- 

ника так, что Ер— точка пересечения продолжений сторон АВ и 

CD за точки Ви С, Е— точка пересечения лучей ВС и AD. Достроим 

треугольники AEF и ABD до параллелограммов AERF и ABLD. 

При гомотетии с центром А и коэффициентом 2 середина 

диагонали BD, середина диагонали АС и середина отрезка EF 

переходят в точки L, С и К соответственно. Поэтому достаточно 

доказать, что точки L, С и К лежат на одной прямой. Именно 

этот факт был доказан в предыдущей задаче. 

4.56. Достаточно проверить, что КО = АГО, т. е. 

AO:ALsinOAL=AO:AKsinOAK. Ясно, что АЁ=СВ, = ВС с0$ С, 

sinOAL=cosB, АК=ВС, = ВС со В и sinOAK=cosC. 

4.57. Так как четырехугольник А, BC, М описанный, то, во-первых, 

т с т а 
суммы длин его противоположных сторон равны: ~+—=-+ 

2 3 2 3° 

а во-вторых, его вписанная окружность является одновременно 

вписанной окружностью треугольников ААВ и ССВ, имеющих 

к тому же равные площади, поэтому периметры этих треугольников 

а с 
равны: c+m,+ 5 =atm,+ 5. Умножая первое равенство на 3 и скла- 

дывая сго со вторым, получаем требуемое. 

4.58. Докажем сначала одно общее утверждение, которым 

мы воспользуемся при решении задач а)— г). Возьмем на лу- 

ча АВ и АС произвольные точки В и С, и опустим из 

них перпендикуляры В, Ки С, Г на прямую AO. Так как ВС. >2В,К+ 

+C,L, то В, С, `Е,>2 В.К: К,+С, LR, =25лов, + 25 лос, = АВ, 4+ AC, -4,. 

а) Полагая В, =В и С, =С, получаем требуемое. 

6) Домножая обе части неравенства aR,>cd,t+bd, на _ d,/a, 

получаем d,R,2>(c/a)d,d.+(b/a)d,d,. Складывая это неравенство с ана- 

x y 
логичными неравснствами для d,R, и d.R, и учитывая, что —+—2>2, | y x 

получасм требуемое. 

в) Возьмем точки В, и С, так, что АВ, =АС и АС, =АВ. Тогда 

aR,2bd,t+cd,, т.е. R,2(b/a)d,+(c/fa)d,. Складывая это неравенство 

ху 
с аналогичными неравенствами для К, и К, и учитывая, что —+->2. 

ух 

получаем требусмое. 
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A В, a, 

Puc. 50 Рис. 51 

г) Возьмем точки В и С, так, что AB,=AC,=1. Тогда 

B,C, =2 эт (4/2), а значит, 2 sin (A/2)R,2d.+d,. Умножая это неравен- 

ство на аналогичные неравенства для К, и К, и учитывая, что 

sin (.4/2) sin (B/2) sin(C/2)=r/4R (задача 12.36, а), получаем требуемое. 

4.59. Отрежем от правильного восьмиугольника треугольники 

и переставим их так, как показано на рис. 50. В результате получим 

прямоугольник, стороны которого равны наибольшей и наименьшей 

диагоналям восьмиугольника. 

4.60. Пусть A,, В, и С, — середины сторон BC, CA и АВ 

треугольника АВС. Проведенные отрезки являются высотами тре- 

угольников AB,C,, А, ВС, и A,B,C. Пусть Р, О и Е— точки 

пересечения высот этих треугольников, а О—точка пересечения 

высот треугольника A,B,C, (рис. 51). Рассматриваемый шестиуголь- 

ник состоит из треугольника A,B,C, и треугольников В, С.Р, С А.О 

и АВВ. Ясно, что AB,C,P=AC,B,O, AC,A,Q=AA,C,O 

и AA,B,R=AB,A,O. Поэтому площадь рассматриваемого шести- 

угольника равна удвоенной площади треугольника А, B,C,. Остается 

заметить, что Злвс=45л, В, С, 

4.61. а) Отрежем от параллелограмма две части (рис. 52, a) 

и переставим их так, как показано на рис. 52,6. Получится фигура, 

состоящая из тп+1 маленьких параллелограммов. Поэтому площадь 

маленького параллелограмма равна 1/(тп-+1). 

6) Отрежем от параллелограмма три части (рис. 53, а) и пере- 

ставим их так, как показано на рис. 53,6. Получится фигура, 
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Рис. 53 

состоящая из ти—1 маленьких параллелограммов. Поэтому площадь 

маленького параллелограмма равна 1/(mn—1). 

4.62. а) Разрежем исходный квадрат 

на чстыре квадрата и рассмотрим один 

из них (рис. 54). Пусть точка В’ сим- 

метрична точке В относительно прямой 

РО. Докажем, что AAPB=AOB'P. Тре- 

угольник АРВ равнобедренный, при- 

чем угол при его основании равсн 15° 

(задача 2.26), поэтому треугольник 

ВРО равносторонний. Слсдовательно, 

ДОРВ' = 1 ОРО- 2 В'РО=75° — 60° =15° 

и / РОВ’= 1 POQ/2=15°. Кроме того, 

АВ=оОР. Аналогично доказывается, что 

АВОС=АОВ’О. Следовательно, площадь 

заштрихованной на рис. 43 части равна площади треугольника ОРО. 

6) Пусть площадь правильного двенадцатиугольника, вписанного 

в окружность радиуса 1, равна 12х. Согласно задаче а) площадь 

квадрата, описанного около этой окружности, равна 12x+4x=16x; 

с другой стороны, площадь этого квадрата равна 4, поэтому х= 1/4 

и 12x=3. 

4 

Рис. 54 



Глава 9 

ТРЕУГОЛЬНИКИ 

Основные сведения 

1. Вписанной окружностью треугольника называют окружность, 
касающуюся всех его сторон. Центром вписанной окружности 
является точка пересечения биссектрис. 

Вневписанной окружностью треугольника АВС называют окру- 
жность, касающуюся одной стороны треугольника и продолжений 
двух других его сторон. Для каждого треугольника имеется ровно 
три вневписанные окружности. Центром вневписанной окружности, 
касающейся стороны АВ, является точка пересечения биссектрисы 
угла С и биссектрис внешних углов A и В. 

Описанной окружностью треугольника называют окружность, 
проходящую через его вершины. Центром описанной окружности 
треугольника является точка пересечения серединных перпендикуляров 
к его сторонам. 

2. Для элементов треугольника АВС часто используются сле- 
дующие обозначения: 

a, Би с длины сторон BC, СА и АВ; 
a, Ви у— величины углов при вершинах A, В, С; 
К— радиус описанной окружности; 
г— радиус вписанной окружности; 
’.. Г, И г. —-радиусы вневписанных окружностей, касающихся 

сторон ВС, СА и АВ соответственно; 
р, h, и h,— длины высот, опущенных из вершин A, Ви С. 
3. Если АР — биссектриса угла А треугольника АВС (или бис- 

сектриса внешнего угла A), то BD:CD=AB:AC (см. задачу 1.17). 
4. Медиана прямоугольного треугольника, проведенная из вер- 

шины прямого угла, равна половине гипотенузы (см. задачу 5.16). 
5. Для доказательства того, что точки пересечения некоторых 

прямых лежат на одной прямой, часто используется теорема Менелая 
(задача 5.58). 

Для доказательства того, что некоторые прямые пересекаются 
в OHOH точке, часто используется теорема Чевы (см. задачу 
5.70). 

Вводные задачи 

1. а) Докажите, что если в треугольнике медиана со- 
впадает с высотой, то этот треугольник равнобедренный. 

6) Докажите, что если в треугольнике биссектриса со- 
впадает с высотой, то этот треугольник равнобедренный. 
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2. Докажите, что биссектрисы. треугольника пересекаются 
в одной точке. 

3. На высоте АН треугольника АВС взята точка М. 
Докажите, что AB?—AC?=MB?—MC?’. 

4. На сторонах АВ, ВС, СА правильного треугольника 
АВС взяты точки Р, О, К так, что АР:РВ=ВО: 

:ОС=сСЕ:КА=2:1. Докажите, что стороны треугольника 
POR перпендикулярны сторонам треугольника АВС. 

$ 1. Вписанная и описанная окружности 

5.1. На сторонах ВС, СА и АВ треугольника АВС взяты 
точки A,, B, и C,, причем АС, =АВ,, ВА, =ВС, и СА, =СВ.. 
Докажите, что A,, В, и С, точки касания вписанной 
окружности со сторонами. 

5.2. Пусть O,, O, и О. центры вневписанных окружно- 
стей треугольника АВС. Докажите, что точки A, Ви C— 
основания высот треугольника O,O,O.. 

5.3. Докажите, что сторона ВС треугольника АВС видна из 
центра О вписанной окружности под углом 90°+ 1 А/2, a из 
центра О. вневписанной окружности под углом 90°—/ 4/2. 

5.4. Внутри треугольника АВС взята такая точка P, что 
/ РАВ: ДРАС= / РСА: [РСВ= L PBC: L РВА=х. Докажите, 

что х=1. в 
5.5. Пусть A,, В, и С, — проекции некоторой внутренней 

точки О треугольника АВС на высоты. Докажите, что если 

длины отрезков AA,, BB, и CC, равны, TO они равны 2r. 
5.6. Угол величиной a= / ВАС вращается вокруг своей 

вершины О — середины основания АС равнобедренного тре- 
угольника АВС. Стороны этого угла пересекают отрезки АВ 
и ВС в точках Ри О. Докажите, что периметр треугольника 
РВО остается постоянным. 

5.7. В неравнобедренном треугольнике АВС через середину 
М стороны ВС и центр О вписанной окружности проведена 
прямая МО, пересекающая высоту АН в точке Е. Докажите, 
что AE=r. 

5.8. Окружность касается сторон угла с вершиной А в точ- 
ках Ри О. Расстояния от точек P, О и A до некоторой 
касательной к этой окружности равны и, v и и. Докажите, 

что ио/и? =sin? (4/2). 

ж жж 

5.9. Докажите, что точки, симметричные точке пересечения 

высот треугольника АВС относительно его сторон, лежат 
на описанной окружности. 
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5.10. Из точки Р дуги ВС описанной окружности треуголь- 
ника АВС опущены перпендикуляры PX, РУ и PZ на ВС, 

ВС АС АВ 
CA и АВ соответственно. Докажите, что —=—+—. 

PX PY PZ 

* kK 

5.11. Пусть Ор— центр описанной окружности треуголь- 
ника ABC, Г— центр вписанной окружности, Г-—- центр 

вневписанной окружности, касающейся стороны ВС. До- 

кажите, что: 
а) d*=R*—2Rr, где d=O!; 
6) d?7=R*4+2Rr,, roe d,=Ol,. 
5.12. Продолжения биссектрис углов треугольника ABC 

пересекают описанную окружность в точках A,, B, и С,; 
М — точка пересечения биссектрис. Докажите, что: 

а) К. 
МА-МС МА, МС 
аи: 6) Ot 

MB, MB 

5.13. Длины сторон треугольника АВС образуют ариф- 
метическую прогрессию, причем a<b<c. Биссектриса угла 
В пересекает описанную окружность в точке B,. Докажите, 
что центр О вписанной окружности делит отрезок BB, 

пополам. 
5.14. В треугольнике АВС сторона ВС наименьшая. На 

лучах ВА и СА отложены отрезки BD и CE, равные ВС. 
Докажите, что радиус описанной окружности треугольника 
ADE равен расстоянию между центрами вписанной и описан- 
ной окружностей треугольника АВС. 

$ 2. Прямоугольные треугольники 

5.15. В треугольнике АВС угол С прямой. Докажите, 
что r=(a+b—c)/2 и г=(а-+Ь+с)/2. 

5.16. Пусть М — середина стороны АВ треугольника АВС. 
Докажите, что CM=AB/2 тогда и только тогда, когда 

L АСВ=90°. 
5.17. Дана трапеция ABCD с основанием AD. Биссектрисы 

внешних углов при вершинах А и В пересекаются в точке 

P, а при вершинах С и Рры— в точке О. Докажите, что 
длина отрезка РО равна половине псриметра трапеции. 

5.18. В равнобедренном треугольнике АВС с основанием 
АС проведена биссектриса CD. Прямая, проходящая через 

точку Р перпендикулярно DC, пересекает АС в точке РЕ. 
Докажите, что EC=2AD. 
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5.19. Сумма углов при основании трапеции равна 90°. 
Докажите, что отрезок, соединяющий середины оснований, 

равен полуразности оснований. 
5.20. В прямоугольном треугольнике АВС проведена вы- 

сота СК из вершины прямого угла С, а в треугольнике 
АСК — биссектриса CE. Докажите, что СВ= ВЕ. 

5.21. В треугольнике АВС с прямым углом С проведены 

высота CD и биссектриса CF; DK и DL— биссектрисы 
треугольников BDC и ADC. Докажите, что CLFK— квадрат. 

5.22. На гипотенузе АВ прямоугольного треугольника 
АВС внешним образом построен квадрат АВРО. Пусть 

a=/ACO, B=LOCP и y=LPCB. Докажите, что 
cos B=cosacosy. 

См. также задачи 2.65, 5.62. 

$ 3. Правильный треугольник 

5.23. Из точки М, лежащей внутри правильного треуголь- 

ника АВС, опущены перпендикуляры МР, МО и МК на 
стороны AB, ВС и СА соответственно. Докажите, что 
АР?+ВО?+ СВ? =РВ?+ ОС? + ВА? и AP+BQ+CR= 
=PB+QC+ КА. 

5.24. Точки Du Е делят стороны АС и АВ правильного 
треугольника АВС в отношениях AD: DC=BE: ЕА=1:2. Пря- 
мые BD и СЕ пересекаются в точке О. Докажите, что 
д AOC=90°. 

* *Ж * 

5.25. Окружность делит каждую из сторон треугольника 
на три равные части. Докажите, что этот треугольник 
правильный. 

5.26. Докажите, что если точка пересечения высот ост- 
роугольного треугольника делит высоты в одном и том же 
отношении, то треугольник правильный. 

5.27. а) Докажите, что если at+h*=b+h’=c+h‘, то тре- 
угольчник АВС правильный. 

6) В треугольник АВС вписаны три квадрата: у одного 

две вершины лежат на стороне АС, у другого — на ВС, 
у третьего —на АВ. Докажите, что если все три квадрата 
равны, то треугольник АВС правильный. 

5.28. В треугольник АВС вписана окружность, касающаяся 
его сторон в точках A,, В, C,. Докажите, что если 
треугольники АВС и A,B,C, подобны, то треугольник АВС 
правильный. 
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5.29. Радиус вписанной окружности треугольника равен 
1, длины высот — целые числа. Докажите, что треугольник 

правильный. 

См. также задачи 2.18, 2.26, 2.36, 2.44, 2.54, 4.46, 5.56, 

7.45, 10.3, 10.77, 11.3, 11.5, 16.7, 18.9, 18.12, 18.15, 18.17 — 18.20, 

18.22, 18.38, 24.1. 

$ 4. Треугольники с углами 60° и 120° 

5.30. В треугольнике АВС с углом A, равным 120°, 
проведены биссектрисы AA,, BB, и СС,. Докажите, что 
треугольник A,B,C, прямоугольный. 

5.31. В треугольнике АВС с углом A, равным 120°, 
биссектрисы AA,, BB, и CC, пересекаются в точке О. 
Докажите, что / АС. О = 30°. 

5.32. а) Докажите, что если угол А треугольника АВС 
равен 120°, то центр описанной окружности и ортоцентр 
симметричны относительпо биссектрисы внешнего угла A. 

6) В треугольнике АВС угол А равен 60°; О — центр 
описанной окружности, Н — ортоцентр, Г[— центр вписанной 
окружности, а Г— центр вневписанной окружности, каса- 
ющейся стороны ВС. Докажите, что JO=/JH и ГО=ГН. 

5.33. В треугольнике АВС угол А равен 120°. Докажите, 
что из отрезков длиной а, b, b+cC можно составить 
треугольник. 

5.34. В остроугольном треугольнике АВС с углом A, 
равным 60°, высоты пересекаются в точке Н. 

а) Пусть М и М№М— точки пересечения серединных перпен- 
дикуляров к отрезкам ВН и СН со сторонами АВ и АС 
соответственно. Докажите, что точки М, № и Н лежат на 

одной прямой. 
6) Докажите, что на той же прямой лежит центр О описан- 

ной окружности. 

5.35. В треугольнике АВС проведены биссектрисы ВВ, 
и СС,. Докажите, что если / ССВ, =30°, то либо 4 А= 60°, 
либо / B=120°. 

См. также задачу 2.33. 

$ 5. Целочисленные треугольники 

5.36. Длины сторон треугольника — последовательные це- 
лые числа. Найдите эти числа, если известно, что одна из 
медиан перпендикулярна одной из биссектрис. 

5.37. Длины всех сторон прямоугольного треугольника 
являются целыми числами, причем наиболыпий общий дели- 
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тель этих чисел равен |. Докажите, что его катеты равны 

2mn и m*—n*, а гипотенуза равна т?+и?, где ти п— 
натуральные числа. 

Прямоугольный треугольник, длины сторон которого целые 
числа, называют пифагоровым. 

5.38. Радиус вписанной окружности треугольника равен 
1, а длины его сторон — целые числа. Докажите, что эти 
числа равны 3, 4, 5. 

5.39. Приведите пример вписанного четырехугольника 
с попарно различными целочисленными длинами сторон, 
у которого длины диагоналей, площадь и радиус описанной 
окружности — целые числа (Брахмагупта). 

5.40. а) Укажите два прямоугольных треугольника, из 
которых можно сложить треугольник, длины сторон и пло- 
щадь которого — целые числа. 

6) Докажите, что если площадь треугольника — целое 
число, а длины сторон — последовательные натуральные чис- 
ла, то этот треугольник можно сложить из двух прямоуголь- 
ных треугольников с целочисленными сторонами. | 

5.41. а) В треугольнике АВС, длины сторон которого 
рациональчые числа, проведена высота BB,. Докажите, что 
длины отрезков AB, и СВ, — рациональные числа. 

6) Длины сторон и диагоналей выпуклого четырехуголь- 
ника — рациональные числа. Докажите, что диагонали раз- 
резают его на четыре треугольника, длины сторон которых 
рациональные числа. 

См. Также задачу 26.7. 

$ 6. Разные задачи 

5.42. Треугольники ABC.u A,B,C, таковы, что их соответ- 
ственные углы равны или составляют в сумме 180°. Докажите, 
что в действительности все соответственные углы равны. 

5.43. Внутри треугольника АВС взята произвольная точка 
О и построены точки A,, В, и C,, симметричные О от- 
носительно середин сторон ВС, СА и АВ. Докажите, что 

AABC=AA,B,C, и прямые AA,, BB, и СС, пересекаются 
в одной точке. 

5.44. Через точку О пересечения биссектрис треугольника 
АВС проведены прямые, параллельные его сторонам. Прямая, 
параллельная АВ, пересекает АС и ВС в точках М и М, 
а прямые, параллельные АС и ВС, пересекают АВ в точках 
Ри О. Докажите, что ММ№М= АМ + ВМ и периметр треугольника 
ОРО равен длине отрезка АВ. 
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5.45. a) Докажите, что высоты треугольника пересекаются 
в одной точке. 

6) Пусть Н— точка пересечения высот треугольника ABC, 
К — радиус описанной окружности. Докажите, что 

АН? + ВС? =48В? и AH=BC\|ctgal. 
5.46. Пусть х=эш 18°. Докажите, что 4х*+2х=1. 
5.47. Докажите, что проекции вершины А треугольника 

АВС на биссектрисы внешних и внутренних углов при 

вершинах В и С лежат на одной прямой. 

5.48. Докажите, что если в треугольнике две биссектрисы 
равны, то он равнобедренный. 

5.49. а) В треугольниках АВС и А’В’С’ равны стороны 
AC и А’С’, углы при вершинах В и В’ и биссектрисы углов 
В и В’. Докажите, что эти треугольники равны (точнее 

говоря AABC=AA’B'C’ или ААВС=АС’В’А). 

6) Через точку D биссектрисы BB, угла АВС проведены 
прямые АА, и СС, (точки А, и С, лежат па сторонах 
треугольника). Докажите, что если AA,=CC,, то АВ= ВС. 

5.50. Докажите, что прямая делит периметр и площадь 
треугольника в равных отношениях тогда и только тогда, 
когда она проходит через центр вписанной окружности. 

5.51. Точка Е— середина той дуги АВ описанной окру- 
жности треугольника АВС, на которой лежит точка С; 

С, — середина стороны АВ. Из точки ЕЁ опущен перпендикуляр 
ЕЕ на АС. Докажите, что: 

а) прямая C,F делит пополам периметр треугольника ABC; 
6) три такие прямые, построенные для каждой стороны 

треугольника, пересекаются в одной точке. 
5.52. На сторонах АВ и BC остроугольного треугольника 

АВС внешним образом построены квадраты ABC,D, 
и A,BCD,. Докажите, что точка пересечения прямых AD, 
и СР, лежит на высоте ВН. 

5.53. На сторонах треугольника АВС внешним образом 
построены квадраты с центрами A,, В, и C,. Пусть a,, 6, 
и с, — длины сторон треугольника A,B,C,, S u 9, — площади 
треугольников АВС и A,B,C,. Докажите, что: 

а) at+b?4+c?=a7+b*4+0c74+6S; 
6) S,—S=(a*+b*+c7)/8. 
5.54. На сторонах АВ, ВС и СА треугольника АВС (или 

на их продолжениях) взяты точки C,, A, и В, так, что 
L(CC,, АВ)= 0 (АА, ВС)= 1 (ВВ, СА)=а. Прямые AA, 
и BB,, ВВ, и CC,, CC, и AA, пересекаются в точках С’, 
А’, В’ соответственно. Докажите, что: 

а) точка пересечения высот треугольника АВС совпадает 
с центром описанной окружности треугольника А’В’С”; 
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6) AA’B’C'’W AABC, причем коэффициент подобия равен 
2 COS 9. 

5.55. На сторонах треугольника АВС взяты точки A,, 
В, и С, так, что AB,:B,C=c":a", BC,:C,A=a":b" 
и СА,: АА В=Ё": с" (а, 6 и с— длины сторон треугольника). 
Описанная окружность треугольника A,B,C, высекает на 
сторонах треугольника АВС отрезки длиной +x, ty HM +2 
(знаки выбираются в соответствии с ориентацией треуголь- 

у 2 
peat + pant ито 

5.56. В треугольнике АВС проведены триссектрисы (лучи, 
делящие углы на три равные части). Ближайшие к стороне 
ВС триссектрисы углов В и С пересекаются в точке A,; 
аналогично определим точки В, и С, (рис. 55). Докажите, 
что треугольник A,B,C, равносторонний (теорема Морли). 

ника). Докажите, что 

Рис. 55 

5.57. На сторонах правильного треугольника АВС как на 
основаниях внутренним образом построены равнобедренные 
треугольники A,BC, AB,C и АВС, с углами а, B u y при 
основаниях, причем ч+В-+у= 60°. Прямые ВС, и B,C ne- 
ресекаются в точке A,, AC, и A,C—B точке B,, AB, 
и А,В—в точке С,. Докажите, что углы треугольника 
A,B,C, равны 30, ЗВ и 3y. 

$ 7. Теорема Менелая 

Пусть АВ и СР — коллинеарные векторы. Обозначим через — 

АВ 
величину Ср’ где знак плюс берется в том случае, когда векторы 
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> > 
АВ и CD сонаправлены, а знак минус —в случае, когда векторы 

> > 
АВ и CD направлены в разные стороны. 

5.58. На сторонах ВС, СА и АВ треугольника АВС (или 
на их продолжениях) взяты точки A,, В, и С, соответственно. 
Докажите, что точки A,, В, и С, лежат на одной прямой 
тогда и только тогда, когда 

ВА, СВ, АС 
—.—.—1=] (теорема Менелая). 
СА, АВ, ВС, 

5.59. Решите задачу 5.85, а) с помощью теоремы Менелая. 
5.60. Окружность 5 касается окружностей 5, и S, в точках 

A, и A,. Докажите, что прямая А, А, проходит через точку 
пересечения общих внешних или общих внутренних касатель- 
ных к окружностям 5, и Sp. 

5.61. а) Серединный перпендикуляр к биссектрисе AD 
треугольника АВС пересекает прямую ВС в точке Е. До- 
кажите, что BE: CE=c’:b?. 

6) Докажите, что точки пересечения серединных перпен- 
дикуляров к биссектрисам треугольников и продолжений 
соответствующих сторон лежат на одной прямой. 

5.62. Из вершины С прямого угла треугольника АВС 
опущена высота CK, и в треугольнике АСК проведена 
биссектриса CE. Прямая, проходящая через точку В парал- 
лельно CE, пересекает CK в точке Е. Докажите, что прямая 

EF делит отрезок АС пополам. 
5.63. На прямых BC, СА и АВ взяты точки A,, В, 

и C,, причем точки A,, В, и С, лежат на одной прямой. 
Прямые, симметричные прямым AA,, BB, и CC, относитель- 
но соответствующих биссектрис треугольника АВС, пересека- 
ют прямые BC, СА и АВ в точках A,, В, и C,. Докажите, 
что точки A,, B, и С, лежат на одной прямой. 

* * * 

5.64. Прямые AA,, BB,, СС, пересекаются в одной точке 
О. Докажите, что точки пересечения прямых АВи А, В,, ВС 
и В, С,, АСи А.С, лежат на одной прямой (теорема Дезарга). 

5.65. На одной прямой взяты точки A,, В, и C,, а Ha 
другой — точки A,, В, и C,. Прямые A,B, и А,В,, B,C, 
и В.С, С.А, и С, А, пересекаются в точках С, А и В соот- 
ветственно. Докажите, что точки А, Ви С лежат на одной 

прямой (теорема Паппа). 

112



5.66. Ha сторонах AB, ВС и CD четырехугольника ABCD 
(или на их продолжениях) взяты точки К, Ё и М. Прямые KL 
и АС пересекаются в точке P, LM и ВО — в точке О. Докажите, 
что точка пересечения прямых КО и МР лежит на прямой AD. 

5.67. Продолжения сторон АВ и СР четырехугольника 
ABCD пересекаются в точке P, а продолжения сторон BC 
и AD—s точке О. Через точку Р проведена прямая, 
пересекающая стороны ВС и AD в точках Е и F. Докажите, 
что точки пересечения диагоналей четырехугольников ABCD, 
ABEF и CDFE лежат на прямой, проходящей через точку О. 

5.68. а) Через точки Р и О проведены тройки прямых. 
Обозначим их точки пересечения так, как показано на рис. 56. 

р 

Рис. 56 

Докажите, что прямые KL, АС и ММ пересекаются в одной. 

точке (или параллельны). 
6) Докажите: далее, что если точка О лежит на прямой 

BD, то точка пересечения прямых KL, АС и ММ лежит на 
прямой РО. 

5.69. На прямых BC, СА и АВ взяты точки A,, В, 

и C,. Пусть Р, — произвольная точка прямой BC, Р›, — точка 
пересечения прямых РВ, и АВ, Р, точка пересечения. 
прямых Р.А, и CA, Р,—точка пересечения Р.С, и BC 
и т. д. Докажите, что точки P, и Р, совпадают. 

См. также задачу 6.98. 

$ 8. Теорема Чевы 

5.70. Дан треугольник АВС. На прямых АВ, ВС и СА 
взяты точки C,, A, и B,, причем К из них лежат на сторонах 
треугольника и 3—К—на продолжениях сторон. Пусть 

_ BA, CB, AC, 
CA, AB, BC, 

113



Докажите, что: 

а) точки A,, В, и С, лежат на одной прямой тогда 
и только тогда, когда R=1 и К четно (теорема Менелая); 

6) прямые AA,, BB, и СС, пересекаются в одной точке 
или параллельны тогда и только тогда, когда R=1 и К нечет- 
но (теорема Чевы). 

5.71. Вписанная (или вневписанная) окружность треуголь- 
ника АВС касается прямых BC, СА и АВ в точках A,, В, 
и C,. Докажите, что прямые AA,, BB, и СС, пересекаются 
в одной точке. 

5.72. Докажите, что высоты остроугольного треугольника 
пересекаются в одной точке. 

5.73. Прямые АР, ВР и СР пересекают стороны треуголь- 
ника АВС (или их продолжения) в точках A,, В, и С.. 
Докажите, что: 

а) прямые, проходящие через середины сторон ВС, СА 
и АВ параллельно прямым AP, ВР и СР, пересекаются 

в одной точке; 

6) прямые, соединяющие середины сторон ВС, СА и АВ 
с серединами отрезков AA,, BB, и CC,, пересекаются в одной 
точке. 

5.74. На сторонах ВС, СА и АВ треугольника АВС 
взяты точки A,, В, и С, так, что отрезки AA,, BB, и CC, 
пересекаются в одной точке. Прямые А, В, и А, С, пересекают 
прямую, проходящую через вершину А параллельно стороне 
BC, в точках С, и 8B, соответственно. Докажите, что 
AB, =АС.. 

5.75. а) Пусть а, В и у— произвольные углы, причем 
сумма любых двух из них меньше 180°. На сторонах 
треугольника АВС внешним образом построены треугольники 
АВС, АВ, Си ABC,, имеющие при вершинах A, Ви С углы 
и, Ви у. Докажите, что прямые AA,, BB, и СС, пересекаются 
в одной точке. 

6) Докажите аналогичное утверждение для треугольников, 
построенных на сторонах треугольника АВС внутренним 
образом. 

5.76. Стороны ВС, СА и АВ треугольника АВС касаются 
окружности с центром О в точках A,, В, и C,. На лучах 
OA,, OB, и ОС, отложены равные отрезки OA,, OB, и ОС.. 
Докажите, что прямые AA,, ВВ, и СС, пересекаются в одной 
точке. 

5.77. Прямые АР, ВР и СР пересекают прямые ВС, СА 
и АВ в точках A,, В, и С, соответственно. Точки 4,, В, 
uC, выбраны на прямых BC, СА и АВ так, что 

BA,:A,C=A,C:BA,, CB,:B,A=B,A:CB, и АС,:С,В= 
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=C,B:AC,. Докажите, что прямые AA,, BB, и CC, тоже 
пересекаются в одной точке О (или параллельны). 

Такие точки Р и О называют изотомически сопряженными 
относительно треугольника АВС. 

5.78. На сторонах ВС, СА, АВ треугольника АВС взяты 
точки A,, B,, C,. Докажите, что 

AC, BA, СВ, sinACC, sinBAA, sinCBB, 

СВ A,C ВА sinC,CB sinA,AC sin B,BA 

5.79. Ha сторонах BC, CA и АВ треугольника ABC взяты 
точки A,, В, и C,, причем прямые AA,, BB, и СС, 
пересекаются в одной точке Р. Докажите, что прямые AA,, BB, 
и СС,, симметричные этим прямым относительно соответству- 
ющих биссектрис, тоже пересекаются в одной точке О. 

Такие точки Р и О называют изогонально сопряженными 
относительно треугольника АВС. 

5.80. Противоположные стороны выпуклого шестиуголь- 
ника попарно параллельны. Докажите, что прямые, соеди- 
няющие середины противоположных сторон, пересекаются 
в одной точке. 

5.81. Из некоторой точки Р опущены перпендикуляры 
PA, и PA, на сторону ВС треугольника АВС и на высоту 
АА.. Аналогично определяются точки B,, В, и С, С.. 
Докажите, что прямые 4,4,, В.В, и C,C, пересекаются 
в одной точке или параллельны. 

5.82. Через точки А и Ш), лежащие на окружности, 

проведены касательные, пересекающиеся в точке 5. На дуге 
AD взяты точки В и С. Прямые АС и ВО пересекаются 
в точке Р, АВ и СРЬ— в точке О. Докажите, что прямая 

РО проходит через точку 5. 
5.83. а) На сторонах BC, СА и АВ равнобедренного 

треугольника АВС с основанием АВ взяты точки A,, В, 
и С, так, что прямые AA,, BB, и CC, пересекаются в одной 
точке. Докажите, что 

AC, _ зп АВВ, sinCAA, 

C,B sin BAA, п СВВ, ' 

6) Внутри равнобедренного треугольника АВС с основа- 
нием АВ взяты точки М и М так, что LCAM=/ABN 

и 1 СВМ = 1 ВАМ. Докажите, что точки С, М и М лежат 

на одной прямой. 
5.84. В треугольнике АВС проведены биссектрисы AA,, 

BB, и CC,. Биссектрисы AA, и СС, пересекают отрез- 
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ки С.В, и ВА, в точках М и М. Докажите, что 
1 МВВ, = L.NBB,. 

См. также задачи 10.56, 14.7, 14.38. 

$ 9. Прямая Симсона 

5.85. а) Докажите, что основания перпендикуляров, опу- 
щенных из точки Р описанной окружности треугольника на 
его стороны или их продолжения, лежат на одной прямой 
(прямая Симсона). 

6) Основания перпендикуляров, опущенных из некоторой 
точки Р на стороны треугольника или их продолжения, 
лежат на одной прямой. Докажите, что точка Р лежит на 

описанной окружности треугольника. 
5.86. Точки А, В и С лежат на одной прямой, точка 

РЬ— вне этой прямой. Докажите, что центры описанных 
окружностей треугольников АВР, ВСР, АСР и точка Р лежат 
на одной окружности. 

5.87. В треугольнике АВС проведена биссектриса AD 
и из точки D опущены перпендикуляры DB’ и РС’ на 
прямые АС и АВ; точка М лежит на прямой В’С’, причем 
DMLILBC. Докажите, что точка М лежит Ha медиане AA,. 

5.88. а) Из точки Р описанной окружности треугольника 
АВС проведены прямые PA,, PB, и PC, под данным 
(ориентированным) углом a к прямым BC, СА и АВ 
соответственно (точки A,, В, и С, лежат на прямых BC, 
СА и AB). Докажите, что точки A,, В, и С, лежат на 
одной прямой. 

6) Докажите, что при замене в определении прямой 
Симсона угла 90° на угол & она повернется на угол 90° —ч. 

5.89. а) Из точки Р описанной окружности треугольника 
АВС опущены перпендикуляры PA, и PB, на прямые BC 
и АС. Докажите, что РА -РА, =2 Rd, где К — радиус описанной 

окружности, 4— расстояние от точки P до прямой А, В.. 
6) Пусть х— угол между прямыми А, В, и ВС. Докажите, 

что cosa=PA/2R. 
5.90. Пусть A, и В, —проекции точки Р описанной 

окружности треугольника АВС на прямые ВС и АС. Докажите, 
что длина отрезка 4,В, равна длине проекции отрезка АВ 
на прямую A, В.. 

5.91. На окружности фиксированы точки Ри С; точки 
А и В перемещаются по окружности так, что угол АСВ 
остается постоянным. Докажите, что прямые Симсона точки 
Р относительно треугольников АВС касаются фиксированной 
окружности. 
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‚ 5.92. Точка P движется по описанной окружности 
треугольника АВС. Докажите, что при этом прямая Симсона 
точки Р относительно треугольника АВС поворачивается 
на угол, равный половине угловой величины дуги, пройденной 
точкой Р. 

5.93. Докажите, что прямые Симсона двух диаметрально 

противоположных точек описанной окружности треугольника 
АВС перпендикулярны, а их точка пересечения лежит на 
окружности девяти точек (см. задачу 5.106). 

5.94. Точки A, В, С, Ри О лежат на окружности 

с центром О, причем углы между вектором ОРи векторами 

OA, OB, Oc и OO равны ©, В, уи (a+P+y)/2. Докажите, 
что прямая Симсона точки Р относительно треугольника 
АВС параллельна ОО. 

5.95. Хорда РО описанной окружности треугольника 
АВС перпендикулярна стороне ВС. Докажите, что прямая 
Симсона точки Р относительно треугольника АВС па- 
раллельпа прямой АО. 

5.96. Высоты треугольника АВС пересекаются в точке 
Н; Р— точка его описанной окружности. Докажите, что 

прямая Симсона точки Р относительно треугольника АВС 
делит отрезок РН пополам. 

5.97. Четырехугольник ABCD вписан в окружность; |, — 
прямая Симсона точки А относительно треугольника BCD, 

прямые [,, Г и /, определяются аналогично. Докажите, что 
эти прямые пересекаются в одной точке. 

5.98. а) Докажите, что проекции точки Р описанной 
окружности четырехугольника ABCD на прямые Симсона 
треугольников BCD, CDA, DAB и ВАС лежат на одной 

прямой (прямая Симсона вписанного четырехугольника). 
6) Докажите, что аналогично по индукции можно опре- 

делить прямую Симсона вписанного п-угольника как прямую, 
содержащую проекции точки Р на прямые Симсона всех 
(п 1)-угольников, полученных выбрасыванием одной из вер- 
шин я-угольника. | 

См. также задачи 5.10, 5.59. 

$ 10. Подерный треугольник 

Пусть A,, В, и С, — основания перпендикуляров, опущенных из 
точки Р на прямые BC, СА и АВ. Треугольник А, В, С, называют 
подерным (или педальным) трсугольником точки Р относительно 
треугольника АВС. 

5.99. Пусть А, В, С, — подерный треугольник точки Р от- 
носительно треугольника ABC. Докажите, что В.С, = 
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= BC-AP/2R, где К — радиус описанной окружности треуголь- 
ника АВС. 

5.100. Прямые АР, ВР и СР пересекают описанную 
окружность треугольника АВС в точках А,, В, и С,; 
А, В, С, —подерный треугольник точки Р относительно тре- 
угольника АВС. Докажите, что ЛАВ, С.Д A,B,C. 

5.101. Внутри остроугольного треугольника АВС дана 
точка Р. Опустив из нее перпендикуляры PA,, PB, и PC, 
на стороны, получим AA,8B,C,. Проделав для него ту же 
операцию, получим A A,B,C,, а затем АДА. В. С.. Докажите, 
что АА. В. С.А АВС. 

5.102. Треугольник АВС вписан в окружность радиуса 
К с центром О. Докажите, что площадь подерного треуголь- 
ника точки Р относительно треугольника АВС равна 

2 

; 1-5: 5вс› THe d=PO. 

5.103. Из точки Р опущены перпендикуляры PA,, PB, 
и РС, на стороны треугольника АВС. Прямая |, соединяет 
середины отрезков РА и B,C,. Аналогично определяются 
прямые [4 и [. Докажите, что эти прямые пересекаются 
в одной точке. 

5.104. а) Точки Р, и P, изогонально сопряжены от- 
носительно треугольника АВС (см. с. 115). Докажите, что 
их подерные треугольники имеют общую описанную окру- 
жность, причем ее центром является середина отрезка Р.Р.. 

6) Докажите, что это утверждение останется верным, 
если из точек Р, и P, проводить не перпендикуляры 
к сторонам, а прямые под данным (ориентированным) углом. 

См. также задачи 5.132, 5.133, 14.19,6). 

$ 11. Прямая Эйлера и окружность девяти точек 

5.105. Пусть Н — точка пересечения высот треугольника 
АВС, О— центр описанной окружности, М — точка пересече- 
ния медиан. Докажите, что точка М лежит на отрезке ОН, 

причем ОМ:МН=1:2. (Прямую, содержащую точки О, 
М и Н, называют прямой Эйлера.). 

5.106. Докажите, что середины сторон треугольника, 
основания высот и середины отрезков, соединяющих точку 
пересечения высот с вершинами, лежат на одной окружности 
(окружности девяти точек), причем центром этой окружности 
является середина отрезка ОН. 

5.107. Высоты треугольника АВС пересекаются в точке Я. 
а) Докажите, что треугольники АВС, НВС, АНС и АВН 

имеют общую окружность девяти точек. 
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6) Докажите, что прямые Эйлера треугольников АВС, 
НВС, АНС и АВН пересекаются в одной точке. 

в) Докажите, что центры описанных окружностей треуголь- 
ников АВС, НВС, АНС и АВН образуют четырехугольник, 

симметричный четырехугольнику НАВС. 

5.108. Какие стороны пересекает прямая Эйлера в ост- 
роугольном и тупоугольном треугольниках. 

5.109. а) Докажите, что описанная окружность треуголь- 

ника АВС является окружностью девяти точек для треуголь- 
ника, образованного центрами вневписанных окружностей 
треугольника АВС. 

6) Докажите, что описанная окружность делит пополам 
отрезок, соединяющий центры вписанной и вневписанной 
окружностей. 

5.110. Докажите, что прямая Эйлера треугольника АВС 
параллельна стороне ВС тогда и только тогда, когда tg Btg C=3. 

5.111. Докажите, что отрезок, высекаемый на стороне 
АВ остроугольного треугольника АВС окружностью девяти 
точек, виден из ее центра под углом 2|LA—ZLB\. 

5.112. Докажите, что если прямая Эйлера проходит через 
центр вписапной окружности треугольника, то треугольник 
равнобедренный. 

5.113. Вписанная окружность касается сторон треугольника 
АВС в точках A,, В, и C,. Докажите, что прямая Эйлера 
треугольника A,B,C, проходит через центр описанной окру- 
жпости треугольника АВС. 

5.114. В треугольнике АВС проведены высоты AA,, BB, 
и СС,. Пусть A,A,, В.В, и С,С, — диаметры окружности 
девяти точек треугольника АВС. Докажите, что прямые АД,, 

BB, и CC, пересекаются в одной точке (или параллельны). 
См. также задачи 3.65,a), 13.34,6). 

$ 12. Точки Брокара 

5.115. а) Докажите, что внутри треугольника АВС суще- 

ствует такая точка Р, что / АВР= / САР= / ВСР. 
6) На сторонах треугольника АВС внешним образом 

постросны подобные ему треугольники СА, В, CAB, и С. АВ 
(углы при первых вершинах всех четырех треугольников равны 
ит. д.). Докажите, что прямые AA,, BB, и CC, пересекаются 
в одной точке, причем эта точка совпадает с точкой задачи а). 

Точку Р называют точкой Брокара треугольника АВС. Аналогич- 

но Доказывается, что существует еще и вторая точка Брокара О, 

для которой / ВАО = 1 АСО = 1 СВО. 

119



5.116. а) Через ‘точку Брокара Р треугольника ABC 
проведены прямые АР, ВР и СР, пересекающие описанную 

окружность в точках 4, В, и C,. Докажите, что 
AABC=AB,C,A,. 

6) Треугольник АВС вписан в окружность 5. Докажите, 
что треугольник, образованный точками пересечения прямых 
РА, РВ и РС с окружностью 5, может быть равен тре- 
угольнику АВС не более чем для восьми различных то- 
чек Р. (Предполагается, что точки пересечения прямых 
PA, PB и РС с окружностью отличны от точек А, 

Ви С.) | 
5.117. а) Пусть Р— точка Брокара треугольника АВС. 

Угол ф= 1 АВР= 1 ВСР= 1 САР называется углом Брока- 
ра этого треугольника. Докажите, что ctgg=ctga+ 

+ctgB+ctgy. 
6) Докажите, что точки Брокара треугольника ABC изо- 

гонально сопряжены (см. с. 115). 
в) Касательная к описанной окружности треугольника 

АВС в точке С и прямая, проходящая через точку В парал- 
лельно АС, пересекаются в точке A,. Докажите, что угол 

Брокара треугольника АВС равен углу A,AC. 
5.118. а) Докажите, что угол Брокара любого треугольника 

не превосходит 30°. 
6) Внутри треугольника АВС взята точка М. Докажите, 

что один из углов АВМ, ВСМ и САМ не превосходит 30°. 
5.119. Пусть Орб— вторая точка Брокара треугольника 

ABC, О— центр его описанной окружности, A,, В, и C,— 
центры описанных окружностей треугольников САО, АВО 
и ВСО. Докажите, что ААВ, С, ©AABC и О— первая точка 
Брокара треугольника A,B,C,. 

5.120. Пусть Р— точка Брокара треугольника ABC; R,, 
К, и К, радиусы описанных окружностей треугольников 
АВР, ВСР и САР. Докажите, что R,R,R,=R°*, где Е — радиус 
описанной окружности треугольника АВС. 

5.121. Пусть Р и Ор-— первая и вторая точки Брокара 
треугольника АВС. Прямые СР и ВО, АР и CQ, BP и AQ 
пересекаются в точках A,, В, и C,. Докажите, что описанная 
окружность треугольника A,B,C, проходит через точки Ри О. 

5.122. На сторонах CA, АВ и BC остроугольного треуголь- 
ника АВС взяты точки A,, В, и С, так, что Д АВА, = 
= / BC,B,=1CA,C,. Докажите, что АА, В, С, © AABC, при- 
чем центр поворотной гомотетпи, переводящей один треуголь- 
‘ник в другой, совпадает с первой точкой Брокара обоих 
треугольников. 

См. также задачу 19.55. 
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5. $ 13. Точка Лемуана 

Пусть АМ — медиана треугольника АВС, а прямая AS симмет- 
рична прямой АМ относительно биссектрисы угла А (точка 5 лежит 
на отрезке ВС). Тогда отрезок AS называют симедианой треугольника 
АВС; иногда симедианой называется луч 45. 

Симедианы треугольника пересекаются в точке, изогонально 
сопряженной точке пересечения медиан (см. с. 115). Точку пересечения 
симедиан треугольника называют точкой Лемуана. 

5.123. Прямые АМ и АМ симметричны относительно 
биссектрисы угла А треугольника АВС (точки М и М лежат 
на прямой ВС). Докажите, что ВМ`ВМ/(СМ-СМ)=с*|Ъ?. 
В частности, если Аб— симедиана, то BS/CS=c?/b?. 

5.124. Выразите длину симедианы AS через длины сторон 
треугольника АВС. 

5.125. Отрезок B,C,, где точки В, и С, лежат на лучах 
АС и АВ, называют антипараллельным стороне ВС, если 

LAB,C,= LABC и LAC,B,= L АСВ. Докажите, что симеди- 
ана AS делит пополам любой отрезок B,C,, антипараллель- 
ный стороне ВС. 

5.126. Касательная в точке В к описанной окружности 
5 треугольника АВС пересекает прямую АС в точке К. Из 
точки К проведена вторая касательная KD к окружности 
5. Докажите, что ВР — симедиана треугольника АВС. 

5.127. Касательные к описанной окружности треугольника 
АВС в точка В и С пересекаются в точке Р. Докажите, 
что прямая АР содержит симедиану AS. 

5.128. Окружность 5, проходит через точки А и В и ка- 
сается прямой АС, окружность 5. проходит через точ- 
ku А и С и касается прямой АВ. Докажите, что 
общая хорда этих окружностей является симедианой тре- 
угольника АВС. 

5.129. Биссектрисы внешнего и внутреннего углов при 
вершине A треугольника АВС пересекают прямую BC в точках 
D и Е. Окружность с диаметром DE пересекает описанную 
окружность треугольника АВС в точках А и X. Докажите, 
что АХ— симедиана треугольника АВС. 

ж жж 

5.130. Докажите, что точка Лемуана треугольника АВС 
с прямым углом С является серединой высоты СН. 

5.131. Через точку YX, лежащую внутри треугольника 
АВС, проведены три отрезка, антипараллельных сго сторонам 
(см. задачу 5.125). Докажите, что эти отрезки равны тогда 
и только тогда, когда X—Touka Лемуана. 
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5.132. Пусть A,, В, и С, проекции точки Лемуана 
К на стороны треугольника АВС. Докажите, что К— точка 
пересечения медиан треугольника A,B,C,. 

5.133. Пусть A,, В, и С, — проекции точки Лемуана 
К треугольника ABC на стороны BC, CA и АВ. Докажите, что 
медиана АМ треугольника АВС перпендикулярна прямой B,C,. 

5.134. Прямые AK, ВК и CK, где К-— точка Лемуана 
треугольника АВС, пересекают описанную окружность в точ- 
ках A,, В, и С,. Докажите, что К — точка Лемуана треуголь- 
ника A,B,C,. 

5.135. Докажите, что прямые, соединяющие середипы 

сторон треугольника с серединами соответствующих высот, 
пересекаются в точке Лемуана. 

См. также задачи 11.22, 19.54, 19.55. 

Задачи для самостоятельного решения 

5.136. Докажите, что проекция диаметра описанной окруж- 
ности, перпендикулярного первой стороне треугольника, на 
прямую, содержащую вторую сторону, равна по длине 
третьей стороне. 

5.137. Докажите, что площадь треугольника с вершинами 
в центрах вневписанных окружностей треугольника ABC 

равна 2pR. 
5.138. Равнобедренный треугольник с основанием а и 60- 

ковой стороной 6 и равнобедренный треугольник с основанием 
Ь и боковой стороной а вписаны в окружность радиуса К. 

Докажите, что если a¥¢b, то ab=./5R?. 
5.139. Вписанная окружность прямоугольного треуголь- 

ника АВС касается гипотенузы АВ в точке Р; СН — высота 

треугольника АВС. Докажите, что центр вписанипой окру- 
жности треугольника ACH лежит на перпендикуляре, опущен- 
ном из точки Р на АС. 

5.140. Вписанная окружность треугольника АВС касастся 
сторон СА и АВ в точках В, и C,, а вневписанная окружность 
касается продолжения сторон в точках В, и C,. Докажите, что 
середина стороны ВС равноудалена от прямых B,C, и В.С.. 

5.141. В треугольнике АВС проведена биссектриса AD. 
Пусть О, O, и О, — центры описанных окружностей треуголь- 
ников АВС, ABD и ACD. Докажите, что ОО, =ОО.. 

5.142. Треугольник, составленный: а) из медиаи; 6) из 
высот треугольника АВС, подобен треугольнику АВС. Каким 
соотношением связаны длины сторон треугольника АВС? 

5.143. Через центр О правильного треугольника АВС 
проведена прямая, пересекающая прямые ВС, СА и АВ 
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в точках A,, В, и C,. Докажите, что одно из чисел 1/0A,, 

1/OB, и 1/OC, равно сумме двух других. 
5.144. В треугольнике АВС проведены высоты BB, и СС.. 

Докажите, что если / А=45°, то В, С, — диаметр окружности 
девяти точек треугольника АВС. 

5.145. Углы треугольника АВС удовлетворяют соотноше- 
нию sin? А+ sin? B+ яп? С=1. Докажите, что его описанная 
окружность и окружность девяти точек пересекаются под 
прямым углом. 

Решения 

5.1. Пусть AC,=AB,=x, BA,=BC,=y и CA,=CB,=z. Тогда 

a=ytz, b=z+x и c=x+y. Вычитая третье равенство из суммы 

первых двух, получаем z=(a+b—c)/2. Поэтому, если треугольник 

АВС задан, то положение точек A, и В, определено однозначно. 

Аналогично положение точки С, определено однозначно. Остается 

замстить, что точки касания вписанной окружности со сторонами 

удовлетворяют указанным в условии задачи соотношениям. 

5.2. Лучи СО, и СО, — биссектрисы внешних углов при вершине 

С, поэтому С лежит на прямой ОО, и ДО.СВ= Г О,СА. Так как 

СО. — биссектриса угла BCA, то £BCO,=LACO,. Складывая эти 

равенства, получаем £O,CO,= 1 О.СО,, т.е. О.С — высота треуголь- 

ника О.О,О.. Аналогично доказывается, что О.А и О,В— высоты 

этого треугольника. 

5.3. Ясно, что 1ВОС= 180°— 1 СВО- 2 ВСО = 180°— 1 В/2-— 

—£C/2=90°+ LA/2, а / ВО,С=180°-— 1 ВОС, так как ДОВО, = 

= / OCO,=90°. 

5.4. Пусть AA,, BB, и СС, — биссектрисы треугольника ABC, 

О — точка их пересечения. Предположим, что x>I1. Тогда 

LPAB> / РАС, т.е. точка Р лежит внутри треугольника АА, С. 

Аналогично точка Р лежит внутри треугольников CC,B и ВВ, А. 

Но единственной общей точкой трех этих треугольников является точ- 

ка О. Получено противоречие. Случай x<1 разбирается аналогично. 

5.5. Пусть d,, 4 и 4, —расстояния от точки О до сторон BC, 

СА и AB. Тогда ad,+bd,+cd.=2S и ah,=bh,=ch,=2S. Если 

h,—d,=h,—d,=h,—d,=x, то (a+b+c)x=a(h,—d,)+b(h,—d,)+c(h.— 
—d.)=6S—2S=4S. Поэтому x=4S/2 p=2r. 

5.6. Докажем, что точка О является центром вневписан- 

ной окружности треугольника РВО, касающейся стороны РО. В са- 

MoM делс, £ РОО=ДА=90°— 1 В/2; из центра вневписанной ок- 

ружности отрезок РО виден под таким же углом (задача 5.3). 

Кроме того, точка О лежит на биссектрисе угла В. Следовательно, 

полупериметр треугольника РВО равен длине проекции отрезка ОВ 

на прямую СВ. 
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5.7. Пусть Р— точка касания вписанной окружности со стороной 

ВС, РО — диаметр вписанной окружности, А— точка пересечения 

прямых АО и ВС. Так как СК=ВР (см. задачу 19.11,а) и M— 

середина стороны BC, то RM=PM. Кроме того, О — середина 

диаметра PQ, поэтому МО | ОВ, a так как АН| РО, то АЕ=ОО. 

5.8. Данная окружность может быть как вписанной, так и вне- 

вписанной окружностью треугольника ABC, отсекаемого касатсль- 

ной от угла. Используя результат задачи 3.2, в обоих случаях 

легко проверить, что uv/w*=(p—b)(p—c)sin BsinC/hZ. Остается за- 

метить, что A,=bsinC=csinB и (р-Ь)(р-с)/Ьс=$т?(А/2) (задача 
12.13). 

5.9. Пусть A,, В, и С, —точки, симметричные точке Н от- 

носительно сторон BC, СА и АВ соответственно. Так как АВЕСН 

и BCLAH, то (AB, ВС)= 1 (СН, HA), а так как треугольник 
AC,H равнобедренный, то / (СН, НА) = L(AC,, С.С). Следовательно, 

L(AB, ВС) = 1 (АС,, С.С), т.е. точка С, лежит на описанной окруж- 
ности треугольника АВС. Аналогично доказывается, что точки A, 

и В, лежат на этой окружности. 

5.10. Пусть А — радиус описанной окружности треугольника АВС. 

Эта окружность являстся также описанной окружностью треуголь- 

ников АВР, АРС и РВС. Ясно, что / АВР=180° — / ACP=a, 

L ВАР= / ВСР=В, /САР= 1 СВР=у. Поэтому .PX=PBsiny= 

=2RsinBsiny, PY=2Rsinasiny и РИ =2В зтазш В. Ясно также, что 

BC=2Rsin BAC=2Rsin(B+y), AC=2Rsin(a—y), АВ=2В чт (а-+ В). 

Остается проверить равенство sin(B+y)_ sinfa—y) | sinfa+B) что 
sinBsiny sinasiny sinasinB 

делается простым вычислением. 

5.11. а) Пусть М -—точка персссчения прямой АГ с описанной 

окружностью. Проведя через точку [Г диаметр, получим 

АГ. IM=(R+d)(R—d)=R*-d’. Так как IM=CM (залача 2.4,a)), то 
К?—а?= АГ. СМ. Остается заметить, что Al=r/sin(A/2) 

и CM=2Rsin(A/2). 
6) Пусть М — точка перссечения прямой AJ, с описанной. окру- 

жностью. Тогда Al,:1,M=d2—R*. Так как 1,M@=CM (задача 2.4,a), 

то d2?—R*=Al,:CM. Остается заметить, что AL,=r,/sin(A/2) 
и CM =2Rsin(A/2). 

5.12. а) Так как В, — центр описанной окружности треугольника 

AMC (см. задачу 2.4,a), то АМ=2МВ, зт АСМ. Ясно также, что 

MC=r/sin АСМ. Поэтому МА:МС/МВ, =2+. 

6) Так как 

L МВС, = ВМС, =180°- LBMC и LBC,M=LA, 
то 

MC, ВМ МС, sinBCM зтМВС, зтВСМ 

ВС ВС ВМ sinBMC sinBC,M sind | 
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Кроме того MB=2MA,sinBCM. Поэтому MC,:-MA,/MB= 
= BC/2sin A=R. 

5.13. Пусть М — середина стороны AC, М№М— точка касания 

вписанной окружности со стороной ВС. Тогда ВМ=р-Ь (см. задачу 

3.2), поэтому BN=AM, так как p=3b/2 по условию. Кроме того, 

1 ОВМ= 1 ВАМ, а значит, AOBN=AB,AM, т.е. OB=B,A. Но 

B,A=B,O (см. задачу 2.4,a). 

5.14. Пусть Ои О, — центры вписанной и описанной окружностей 

треугольника АВС. Рассмотрим окружность радиуса d=OO, с це- 

нтром О. Проведем в этой окружности хорды ОМ и O,N, 

параллельные сторонам АВ и АС соответственно. Пусть К — точка 

касания вписанной окружности со стороной АВ, Г, — середина стороны 

АВ. Так как ОКТ АВ, O,LLAB и ОМ] АВ, то O,M=2KL= 

=2BL—2BK=c—(a+c—b)=b—a=AE. Аналогично О, М= АР, а зна- 
чит, AMO,N=AEAD. Следовательно, радиус описанной окружности 

треугольника EAD равен 4. 

5.15. Пусть вписанная окружность касается стороны АС в точке 

К, а вневписанная окружность касается продолжения стороны АС 

в точке Ё. Тогда r=CK и r,=CL. Остается воспользоваться 

результатом задачи 3.2. 

5.16. Так как AB/2=AM=BM, то CM=AB/2 тогда и только 

тогда, когда точка С лежит на окружности с диаметром АВ. 

о 517. Пусть М и М середины сторон АВ и СР. Треугольник 

АРВ прямоугольный, поэтому PM=AB/2 и / МРА= / PAM, а зна- 

чит, РМ | AD. Аналогичные рассуждения показывают, что точки Р, 

М, Ми О лежат на одной прямой и PQ=PM+MN+NQ=(AB+ 

+(BC+AD)+CD)/2. 

5.18. Пусть Е — точка пересечения прямых DE u ВС; К — середина 

отрезка ЕС. Отрезок СР является биссектрисой-и высотой треуголь- 

ника ECF, поэтому ED=DF, а значит, РК|ЕС. Медиана DK 

прямоугольного треугольника EDC в два раза меньше его гипотенузы 

ЕС (задача 5.16), поэтому AD=DK=EC/2. 

5.19. Пусть сумма углов при основании AD трапеции ABCD рав- 

на 90°. Обозначим точку пересечения прямых АВ и СР через О. 

Точка О лежит на прямой, проходящей через середины оснований. 

Проведем через точку С прямую СК, параллельную этой прямой, 

и прямую СЁ, параллельную прямой АВ (точки К и Е лежат на 

основании AD). Тогда СК — медиана прямоугольного треугольника 

ECD, поэтому CK=ED/2=(AD—BC)/2 (см. задачу 5.16). 
5.20. Ясно, что LCEB= A+ А АСЕ= 1 ВСК+ LKCE=L BCE. 

5.21. Отрезки CF и DK являются биссектрисами подобных 

треугольников АСВ и CDB, поэтому АВ: ЕВ = СВ: КВ. Следовательно, 

ЕК || АС. Аналогично доказывается, что ГЕ| СВ. Поэтому СЁГЕК— 

прямоугольник, у которого диагональ СЁ является биссектрисой 

угла СА, т.е. он квадрат. 
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sinACQ sinAQC 
5.22. Так как = , то ——= 

АО АС а 

_ sin(180°—a—90°—@) _ с05(&+) 
acos @ acos © 

‚ где а— сторона квадрата АВРО, 

ф= 1 САВ. Поэтому ctga=1+tg@. Аналогично сву=1-+ 6 (90°—Ф)= 

1 | 

Ittgo 1+ 

cos acos y=cosasin 7 + с0$ у па = sin («+ y)=cos В. 

5.23. По теореме Пифагора AP*+BQ?+CR*=(AM?—PM?’)+ 
+(BM?—QM7)+(CM’*—RM’*) и PB*+QC?+RA*=(BM?—PM?’)+ 
+(CM’?—QM?’)+(AM?— RM’). Эти выражения равны. 

Так как AP*+BQ*+CR*=(a—PB)*+(a—QC)*+(a— КА)? =3a?- 
—2a(PB+QC+RA)+PB?+QC*+RA*, где a=AB, то РВ+ОС+ 
+ RA=3a/2. 

5.24. Пусть точка F делит отрезок BC в отношении CF: FB=1: 2; 

Ри Ор— точки пересечения отрезка AF с BD и CE соотвстственно. 

Ясно, что треугольник OPQ правильный. Используя результат задачи 

1.3, легко проверить, что АР: РЕ=3:4 и AQ: QF=6: 1. Следовательно, 

АР:РО:ОЕ=З3:3:1, а значит, AP=PQ=OP. Поэтому / АОР=(180°— 
— 1 АРО)/2 = 30° и ДАОС= 1 АОР+ [РОО =90°. 

5.25. Пусть Аи В, Си D, Еи Е— точки пересечения окружности 

со сторонами PQ, ОК, RP треугольника РОК. Рассмотрим мелиа- 

ну PS. Она соединяет середины параллельных хорд FA и DC 

и поэтому перпендикулярна им. Следовательно, PS является высотой 

треугольника РОК, а значит РО=РК. Аналогично РО=ОК. 

5.26. Пусть Н— точка пересечения высот AA, BB, и CC, 

треугольника АВС. По условию A,H:BH=B,H-AH. С другой 

стороны, так как точки A, и В, лежат на окружности с диаметром 

AB, то АН.АН=ВН`В.Н. Следовательно, АН=ВН и A,H=B,H, 

а значит, AC=BC. Аналогично BC=AC. 

5.27. а) Предположим, что треугольник АВС неправильный; например 

a#b. Так как ath,=a+bsiny и b+h,=b+asiny, то (a—b)(1—sin y)=0. 
Поэтому яп у =0, т. e. y=90°. Ho тогда ас, и аналогичные рассуждения 

показывают, что B=90°. Получено противоречие. 

6) Обозначим сторону квадрата, две вершины которого лежат 

на стороне ВС, через х. Из подобия треугольников АВС и АРО, 

где Ри Ор— вершины квадрата, лежащие на АВ и АС, получаем 

x h,-x ah 7 
‚ т.е. x= = 

а № а+й, ath, 

квадратов показывают, что ath,=b+h,=c+A,. 

5.28. Если а, В и у углы треугольника ABC, то углы 

треугольника A,B,C, равны (В+7)/2, (y+a)/2 и (&+В)/2. Пусть для 
определенности ч“>В>у. Тогда (&+8В)/2>(а+5)/2>(В+17)/2. Следо- 
вательно, «=(а+В)/2 и y=(B+y)/2, т.е. a=B и В=У. 

126 

=], а значит, =1+42ф. Следовательно, tga+tgy= 

а 
. Аналогичные рассуждения для других‘



5.29. В любом треугольнике высота болыше диаметра вписанной 

окружности. Поэтому длины высот — целые числа, большие 2, т. е. 

все они He меныне 3. Пусть э— площадь треугольника, a— 

наиболышая его сторона, й — соответствующая высота. 

Предположим, что треугольник неправильный. Тогда его пери- 

метр Р меньше За. Поэтому 3a> Р= Рг=25 =йа, т. с. h<3. Получено 

противоречие. 

5.30. Так как внешний угол при вершине А треугольника АВА, 

pase 120° и Д/Д ААВ, =60°, то АВ, —биссектриса этого внешнего 

угла. Кроме того, ВВ, — биссектриса внутреннего угла при вершине 

В, поэтому А,В, — биссектриса угла AA,C. Аналогично A,C, — бис- 

сектриса угла AA,B. Поэтому 1 В, А.С, =({ АА, С+ LAA,B)/2=90°. 
5.31. Согласно решению предыдущей задачи луч A,C, является 

биссектрисой угла ААВ. Пусть Кб— точка пересечения биссектрис 

треугольника А, АВ. Тогда LC,KO=4A,KB=90°+ 1 А[2=120°. По- 

этому / С КО+ АС, АО = 180°, т. с. четырехугольник АОКС, вписан- 

ный. Следовательно, £A,C,O=4KC,O= 4 КАО= 30°. 

5.32. а) Пусть 5— описанная окружность треугольника ABC, 

5, — окружность, симметричная 5 относительно прямой ВС. Op- 

тоцентр Н треугольника АВС лежит на окружности 5, (задача 5.9), 

поэтому достаточно проверить, что центр О окружности 5 тоже 

принадлежит 5, и биссектриса внешнего угла А проходит через. 

центр окружности 5,. Тогда POAH—pom6, так как РО |НА. 

Пусть РО — диаметр окружности 5, перпендикулярный пря- 

мой ВС, причем точки Ри А лежат по одну сторону от прямой 

ВС. Тогда АО — биссектриса угла A, а АР— биссектриса внешнего 

угла А. Так как / ВРС = 120° = 1 ВОС, то точка Р является центром 

окружности S,, а точка О принадлежит окружности S,. 

6) Пусть 5 — описанная окружность треугольника АВС, О — точка 

пересечения биссектрисы угла ВАС с окружностью 5. Легко проверить, 

что Ор— центр окружности S,, симметричной окружности 5 от- 

носительно прямой ВС. Кроме того, точки О и Н лежат на 

окружности S,, а так как / В/С=120° и 4 ВАС=60° (см. задачу 

5.3), то МП, диаметр окружности S,. Ясно также, что 

LOQI= 4 QAH= [ АОН, так как OQ || АН и НА=ОО=ОН. Поэтому 

точки О и Н симметричны относительно прямой Ш.. 

5.33. Построим внешним образом на стороне АС треугольника 

АВС правильный треугольник AB,C. Так как /А=120°, точка 

А лежит на отрезке BB,. Поэтому ВВ, =Б+с и, кроме того, ВС=а 

и В, С=Ь, т.е. трсугольник BB,C искомый. 

5.34. а) Пусть М, и М№, — середины отрезков ВН и CH, BB, 

и СС, — высоты. Прямоугольные треугольники ABB, и BHC, имеют 

общий острый угол при вершине В, поэтому ДС,НВ= 1 А= 60°. 

Так как треугольник BMH равнобедренный, 2 ВНМ = 1 НВМ = 30°. 

Следовательно, 4 С. НМ = 60° — 30° = 30° = 4 BHM, т. е. точка М лежит 

127



на биссектрисе угла C,HB. Аналогично точка № лежит на биссектрисе 

угла В, НС. 
6) Воспользуемся обозначениями предыдущей задачи, и пусть, 

кроме того, В’ и С’— середины сторон АС и АВ. Так как 

AC, =АС cos A=AC/2, TO C,C’=|AB-—AC|/2. Аналогично 

В, В'’=|АВ-АС|/2, т.е. B,B’=C,C’. Следовательно, параллельные 

прямые BB, и В’О, CC, и С’О образуют не просто параллелограмм, 

а ромб. Поэтому его диагональ НО является биссектрисой угла 

при вершине H. 

5.35. Так как / ВВ. С=1В,ВА+ 1 В, АВ> [ В, ВА= / В, ВС, то 

ВС> В.С. Поэтому точка К, симметричная В, относительно бис- 

сектрисы CC,, лежит на стороне BC, а не на ее продолжении. Так 

как / СС. В= 30°, то £B,C,K=60°, а значит, треугольник B,C,K 

правильный. В треугольниках ВС. В, и BKB, сторона BB, общая, 

стороны С.В, и KB, равны, равны также и углы C,BB, и KBB,, 

но это углы не между равными сторонами. Поэтому возможны 

два ‘случая: | 
1. АВС, В, =АВКВ,. Тогда / ВВ, С, = 1 ВВ,К= 60° |2 = 30°. Следо- 

вательно, если О — точка пересечения биссектрис BB, и CC,, то 

1 ВОС = 4 В. ОС, =180°— LOC,B,— LOB,C, =120°. С другой сторо- 

ны, 1 ВОС =90°+14][2 (см. задачу 5.3), т.е. ДА=60°. — 

2. [ ВС. В, + 2 BKB,=180°. Тогда четырехугольник ВС, В.К впи- 

санный, а так как треугольник 8,C,K правильный, то ДВ= 

= 180°— 2 C,B,K=120°. 

5.36. Пусть ВМ — медиана, AK — биссектриса треугольника АВС 

и BM 1 АК. Прямая АК является биссектрисой и высотой треуголь- 

ника ИВМ, поэтому АМ=АВ, т.е. AC=2AM=2AB. Следовательно, 

АВ=2, BC=3 и АС=4. 

5.37. Пусть аи Б— катеты, с — гипотенуза данного треугольника. 

Если числа а и b нечетные, то а?+? при делении на 4 дает 
остаток 2 и не может быть квадратом целого числа. Поэтому 

одно из чисел а и Б четное, а другое нечетное; пусть для 

определенности а=2р. Числа b и с нечетные, поэтому c+b=2q 

и c—b=2r. Следовательно 4p?=a*=c*—b?=4gr. Если бы числа 
4 И г имели общий делитель 4 то на d делились бы числа 

a=2,/qr, b=q-—r uc=q+r. Поэтому числа 4 и г взаимно просты, 

а так как р’=а’, то g=m* и г=п?. В итоге получаем а=2ти, 

b=m*—n* и с=т?+и?. 
Легко проверить также, что если a=2mn, b=m*—n? и с=т?+п?, 

To a*+b*=c’. 
5.38. Пусть р— полупериметр треугольника, a a, b, c— длины 

его сторон. По формуле Герона S?=p(p—a)(p—b)(p—c). С другой 
стороны, 52=р?г? =р?, так как г=1. Поэтому p=(p—a)(p—b)(p—c). 
Если ввести неизвестные х=р-—а, y=p—b, z=p—c, то это уравнение 
перепишется в виде х+у+2=ху2. Заметим, что число р целое или 

128



полуцелое (т.е. число вида (2n+1)/2, где п целое), поэтому все 

числа х, у, 2 одновременно целые или полуцелые. Но если они 

полуцелые, то число х+у+2 полуцелое, а число xyz имеет вид 

m/8, где число т нечетное. Следовательно, числа x, у, 2 целые. 

Пусть для определенности x<y<z. Тогда xyz=x+y4+z<3z, т.е. 

ху<3. Возможны три случая. 

1. x=1, у=1. Тогда 2+2=2, чего не может быть. 

2. х=|, у=2. Тогда 3+2=22, т.е. z= 

3. x=1, y=3. Тогда 4+2=32, т.е. z=2<y, чего не может быть. 

Итак, х=|, у=2, 2=3. Поэтому p=x+y+z=6 и а=р-х=5, 

b=4, c=3. 

5.39. Пусть a, и, a, и, —катеты двух различных пифагоровых 

треугольников, с, и с, — их гипотенузы. Возьмем две перпендикуляр- 

ные прямые и отложим на них от- A 
резки OA=a,a,, OB=a,b,, OC=b,b, 

и OD=a,b, (рис. 57). Tak как a, > 

ОА: ОС=оВ- ОБ, то четырехугольник ] ; B 
a 2°7 

O а, b, ABCD вписанный. Согласно задаче 2.71 

4 ?=ОА?+ОВ?*+ОС?*+ОР?= 
=(c,c,)*, т.е. R=c,c,/2. Увеличив, 
если нужно, четырехугольник ABCD 6.6 

в два раза, получим искомый четы- 

рехугольник. 

5.40. а) Длины гипотенуз прямо- 

угольных треугольников с катетами 

5би 12, 9и 12 равны 13 и 15. С 
Приложив равные  катеты этих Рис. 57 

треугольников друг к другу, получим треугольник площади 

12 (5+9) /2 = 84. 

6) Предположим сначала, что длина наименышей стороны данно- 

го треугольника — четное число, т. е. длины сторон треугольника рав- 

ны 2n, 2n+1, 2n+2. Тогда по формуле Герона 165? = (6и + 3)(2n + 3) x 
x (2n + 1)(2n—1)=4(3n? + 6и+ 2) (41? —1)+4"?-—1. Получено противо- 
речие, так как число, стоящее в правой части, не делится на 4. 

Следовательно, длины сторон треугольника равны 2n—1, 2n и 2n+1, 

причем S*=3n7?(n?—1). Поэтому S=nk, где К- целое число, 
и k*=3(n?—-1). Ясно также, что К — длина высоты, опущенной Ha 

сторону 2n. Эта высота делит исходный треугольник на два 

прямоугольных треугольника с общим катетом К и гипотенузами 

2n+1 u 2n—1; квадраты длин других катетов этих треугольников 

равны (2n+1)?—k?=4n?+4n4+ 1—3n?4+3=(n+2)’. 
5.41. а) Tax как AB*—AB{=BB{=BC’—(AC+AB,)’, то 

АВ, = +(AB?+AC?*—BC’)/2 АС. 

6) Пусть диагонали АС и BD пересекаются в точке О. Докажем, 

например, что число g=BO/OD рациональное (тогда число 
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OD=BD/(q+1) тоже рациональнос). Проведем в треугольниках 

АВС и ADC высоты BB, и DD,. Согласно задаче а) числа 

AB, и CD, рациональные, а значит, число B,D, тоже рациональное. 

Пусть Е— точка пересечения прямой BB, и прямой, проходящей 

через точку D параллельно АС. В прямоугольном треугольнике 

BDE катет ED=B,D, и гипотенуза ВР — рациональные числа, 

поэтому число ВЕ“ тоже рациональное. Из треугольников АВВ, 

и CDD, получаем, что числа ВВ? и 0О! ‘рациональные. А так 

как BE*=(BB,+DD,)?=BBi+DD7{+2BB,-DD,, то число ВВ, ОО, 
рациональное. Следовательно, число BO/OD= BB,/DD,= 

= BB,-DD,/DDj{ рациональное. 
5.42. В треугольниках АВС и A,B,C, не может быть двух пар 

соответственных углов, составляющих в сумме 180°, так как иначе 

их сумма равна 360° и третьи углы треугольников должны быть 

нулевыми. Предположим теперь, что углы первого треугольника 

равны а, В и у, а углы второго равны 180°—a, В и у. Сумма 

углов двух треугольников равна 360°, поэтому 180°+2В+2у=360°, 

т.е. B+y=90°. Следовательно, а=90° = 180° —ч. 

5.43. Ясно, что A,C=BO и CB, =ОА, поэтому A,B, =BA. 

Аналогично B,C,=CB и C,A, =AC, т.е. AABC=AA,B,C;. Кроме 

toro, ABA,B, и АСА, С, — параллелограммы. Значит, отрезки BB, 

и CC, проходят через середину отрезка АЛ.. 

5.44. Так как / МАО= 1 РАО= 1 АОМ, то. АМОР— ромб. Ана- 

логично ВМ№МОО —ромб. Следовательно MN=MO+ON=AM+BN 

и ОР+РО+ОО=АР+РО+ОВ=АВ. 
5.45. а) Проведем через вершины треугольника АВС прямые, 

параллельные его противоположным сторонам. В результате по-. 

лучим треугольник A,B,C,, серединами сторон которого яв- 

ляются точки A, В и С. Высоты треугольника АВС явля- 

ются серединными  перпендикулярами к сторонам  треуголь- 

ника A,B,C,, поэтому центр описанной окружности треуголь- 

ника A,B,C, является точкой пересечения высот треугольника 

АВС. 

6) Точка Н является центром описанной окружности треугольника 

A.B,C,, поэтому 48 *=В,Н?=В,А?*+АН*=ВС?*+ АН”. Следователь- 

HO, 41? =4R?— BC? =( -1) BC*=(BCetga)* 
sin 24 

5.46. Пусть АР — биссектриса равнобедренного треугольника ABC 

с основанием АВ и углом 36° при вершине С. Тогда треугольник 

ACD равнобедренный и ДАВС <> ABDA. Поэтому 

CD=AD=AB=2xBC и РВ=2хАВ=4х?ВС, а значит. BC=CD+ 

+ DB=(2x+4x?) ВС. | 
5.47. Пусть В, и В, — проекции точки А на биссектрисы 

внутреннего и внешнего углов при вершине В; М — середина стороны 
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АВ. Так как биссектрисы внутреннего и внешнего углов перпен- 

дикулярны, то АВ,ВВ, — прямоугольник, и его диагональ В, В, 

проходит через точку М. Кроме того, 4 В, МВ= 180°—2/ МВВ, = 

= 180° — / В. Следовательно, В.В, | ВС, а значит, прямая B,B, 

совпадает с прямой [. соединяющей середины сторон АВ и AC. 

Аналогично доказывается, что проекции точки А на биссектрисы 

углов при вершине С лежат на прямой [. 

5.48. Предположим, что биссектрисы углов А и В равны, но 

B ГГ 1 be ac A 
a>b. Тогда cos—<cos— и -+->-+-, т.е. —< 

2 2 c b са b+ce ate 
. Перемножая 

полученные неравенства, приходим к противоречию, так как 

„=26с соз (А/2)/(6+с) и |,=2accos(B/2)/(a+c) (см. задачу 4.47). 
5.49. а) Согласно задаче 4.47 длина биссектрисы угла В треугольни- 

ка АВС равна 2accos(B/2)/(a+c), поэтому достаточно проверить, что 
система уравнений ас/(а+с)=р, а*+с?- 2ассоз B=q имеет (с точностью 
до перестановки чисел аи с) единственное положительное решение. 

Пусть а+с=и. Тогда ас=ри и q=u*—2pu (1+cos В). Произведение 

корней этого квадратного уравнения относительно и равно —4, 

поэтому оно имеет единственный положительный корень. Ясно, 

что система уравнений а+с=и, ас=ри имеет единственное ре- 

шение. 

6) В треугольниках AA,B и СС,В равны стороны AA, и СС,, 

углы при вершине В и биссектрисы углов при вершине В. Следо- 

вательно, эти треугольники равны, а значит, АВ=ВС или АВ=ВС.. 

Второе равенство выполняться не может. 

5.50. Пусть точки М и N лежат на сторонах АВ и АС. Если 

г’, — радиус окружности с центром на отрезке ММ, касающейся 

сторон АВ и АС, то Samn=qr,, где g=(AM+AN)/2. Прямая MN 

проходит через центр вписанной окружности тогда и только тогда, 

когда г, =г, т.е. $лмм/4= 5двс/Р= 5всмм /(Р-9). 

5.51. а) Возьмем на продолжении отрезка АС за точку 

С такую точку В’, что СВ’= СВ. Треугольник ВСВ’ равнобедренный, 

поэтому / АЕВ= / АСВ=2/ СВВ’, а значит, Е— центр описанной 

окружности треугольника АВВ’. Следовательно, точка F делит 

отрезок АВ’ пополам; поэтому прямая C,F делит пополам периметр 

треугольника АВС. 

6) Легко проверить, что прямая, проведенная через точку С па- 

раллельно ВВ’, является биссектрисой угла АСВ. А так как C,F'|| BB’, 

то прямая С,Е— биссектриса угла треугольника с вершинами в се- 

рединах сторон треугольника АВС. Биссектрисы этого треугольника 

пересекаются в одной точке. 

5.52. Пусть Х— точка пересечения прямых AD, и CD,; М, Е\ 

и Е, — проекции точек Х, D, и D, на прямую AC. Тогда 

CE,=CD,siny=asiny и AE,=csina. Tak kak asiny=csina, то 
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CE,=AE,=q. Поэтому 

XM _ D,E,_acosy XM _ ccose 

АМ АЕ, b+q СМ Ь+4` 
Следовательно, AM:CM=ccosa:acosy. Высота ВН делит сторону 

АС в таком же отношении. 

5.53. а) По теореме косинусов B,C{=AC?4+ABi— 
c? 2 2 2 

—2AC,: AB, -cos(90°+a), т. е. а = + + besin a= 

писывая аналогичные равенства для b} и с? и складывая их, по- 

лучаем требуемое. 

6) Для остроугольного треугольника АВС, прибавив к 5 площади 

треугольников ABC,, AB,C и АВС и прибавив к 5, площади 

треугольников AB,C,, АВС, и A,B,C, получим одинаковые вели- 

чины (для треугольника с тупым углом А площадь треугольника 

AB,C, следует взять со знаком минус). Поэтому 5, =5+(а?+Ь?+ 
+c*)/4—(ab созу + ас соз В+ Вс соз 9) 4. Остается заметить, что 
ab cosy + Вс cosa+ac созВ=25 (сву-+ са св В) = (а*+5*+с?)/2 (см. 
задачу 12.44, а)). 

5.54. Докажем сначала, что точка В’ лежит на описанной 

окружности треугольника АНС, где Н— точка пересечения высот 

треугольника ABC. 1 (АВ’, B'C)=L(AA,, СС, )= L(AA,, BC)+ 
+4 (ВС, AB)+ 1 (АВ, СС, )= 2 (ВС, AB). Но, как следует из решения 
задачи 5.9, / (ВС, AB)= (AH, HC), поэтому точки А, В’, Ни С ле- 

жат на одной окружности, причем эта окружность симметрична 

описанной окружности треугольника АВС относительно прямой АС. 

Следовательно, обе эти окружности имеют радиус К, а значит, 

B'H=2Rsin В'АН=2Есоза. Аналогично A’H=2Rcosa=C'H. Реше- 

ние задачи а) тем самым завершено, а для решения задачи 6) 

остается заметить, что AA’B’C’co AABC, так как после поворота 

треугольника А’В’С’ на угол «@ его стороны будут параллельны 

сторонам треугольника АВС. 

5.55. Пусть @,=BA,, a,=A,C, 6,=CB,, 6,=B,A, с =АС, 

и с. =С, В. Произведения длин отрезков секущих, проходящих через 

одну точку, равны, поэтому а, (а. +х)=с,(с.-2), т.е. 
a,x+c,z=c}—aj. Аналогично получаем для x, у и 2 еще два 
уравнения: b,y+a,x=a}—b} и с.2+В.у=Ь?-—с?. Домножим первое 
уравнение на 52", а второе и третье на с? и а?" и сложим 
полученные уравнения. Так как, например, c,b"—c,a"=0 по условию, 

то в правой части получим нуль. В левой части, например, 

коэффициент при x равен а. ?"-+ а, с?" =(ас"Ь "+ аб"с?")/(Ь"+ с") = 
=ab"c". Поэтому ab"c"x+ba"c"y+ca"b"z=0. Поделив обе части 

равенства на (abc), получим требуемое. 

5.56. Пусть в исходном треугольнике / A=3a, / В=ЗВи 1 С=3У. 

Возьмем равносторонний треугольник A,B,C, и построим на его 
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сторонах как на основаниях равнобедренные треугольники A,B, В, 

B,C,P u C,A,Q с углами при основаниях 60°— у, 60°— а, 60° — В 

соответственно (рис. 58). Продолжим боковые стороны этих треуголь- 

ников за точки A,, В, и С, и обозначим точку пересечения 

продолжений сторон RB, и ОС, через А,, PC, и ВА, через В., 

ОА, и PB, через С,. Проведем через В, прямую, параллельную 

А, С., и обозначим через М и N точки ce пересечения с прямыми 

ОА, и ОС.. Ясно, что В, — середина отрезка NM. Вычислим углы 

треугольников В.С.№'и B,A,M: £C,B,N=LPB,M=LC,B,M-— 

—(С.В,Р=а; д B,NC,=180°— 1 C,A,Q=120° +8, значит, 
С В,С.,М= 180° —а- (120°+В)=у. | Аналогично LA,B,M=y и 
1 В. А.М=а. Следовательно, АВ, С.М АА, В, М. Значит, 
С.В,: В. А. =С.М: В, М, а так как В, М=В, Ми ДС. В.А. =Д С. МВ,, 
то С.В,: В.А. =С.М:МВ, и АС, В.А, со АС, МВ, следовательно, 
1 B,C,A,=y. Аналогично / А, С.В. =1, а значит, / A,C,B,=3y= LC 
и C,B,, С.А, — триссектрисы угла С, треугольника A,B,C,. Ана- 

логичные рассуждения для вершин А, и В, показывают, что 

ДАВСс> ДА. В.С., а точки пересечения триссектрис треугольника 

A,B,C, образуют правильный треугольник A,B,C). 

5.57. Точка A, лежит на бисссктрисе угла ВАС, поэтому точка 
А лежит на продолжении биссектрисы угла B,A,C,. Кроме того, 

ДВ, АС, =а=(180°—1В,А,С.)/2. Поэтому Ар— центр вневписанной 
окружности треугольника В.А, С, (см. задачу 5.3). Пусть О — точка 

пересечения прямых АВ и CB,. Тогда ДАВ.С.=1ДАВ,Б=180°-— 

—1В,Ар- L АБВ, =180°—у- (60° +“) =60° +В. А так как LAB,C= 
= 180° — («+8В) (В+) = 120°—=В, то L£CB,C,=LAB,C-—1AB,C,= 
= 60° —28. Аналогично / АВ, A,=60°—28. Поэтому 1 А.В, С,= 1 АВ, С- 

— 1 AB, A,— LCB,C,=3f8. Аналогично (4 B,A,C,=3a% и LA,C,B,=3y. 
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5.58. Пусть при проекции на прямую, перпендикулярную прямой 

А, В,, точки A,B и С переходят в A’, В’и С’, точка C,—B О, 

а две точки A, и В, —в одну точку P. Так как A,B:A,C=PB': PC’, 

—— 

B,C:B,A=PC':PA' и C,A:C,B=QA':QOB’, TO = 

РВ’ РС’ ОА’ РВ’ ОА’ bi a'+x 
= —*— === =—'——, roe |x|=PQ. — Равенство 

РС’ РА’ ОВ’ РА’ ОВ’ а В'+х 
b' ах 
рух | эквивалентно тому, что х=0 (нужно учесть, что а’#ф’, 
а х 

так как A'#B8B’). А равенство х=0 означает, что Р=О, т. с. точка 

С, лежит на прямой А,В.. 

5.59. Пусть точка Р лежит на дуге ВС описанной окружности 

ВА, ВР со РВС CB, CP cos РСА 
треугольника ABC. Тогда —=- , — — 

СА, CP cos PCB AB, AP cos PAC 

AC, AP cos РАВ 

BC,  PBcosPBA 
‘{£ PAC=1 PBC, £PAB=£PCB и /РСА+ 1 PBA=180°, получаем 

BA; CB, AC, _| 

CA, AB, ВС, . 
5.60. Пусть О, О, и О, центры окружностей S, S, и S3; 

Х— точка пересечения прямых O,O, и 4,4,. Применяя теорему 

'Менелая к ‘треугольнику ООО... и точкам A,, A, и Х, получаем 

ОХ О.А, OA, | 

O,X OA, Ол, 

радиусы окружностей S, и S,. Следовательно, ¥ — точка пересечения 

общих внешних или общих внутренних касательных к окружностям 

S, ио.. 

5.61. а) Пусть для определенности 14 В< 1 С. Тогда 

L РАЕ= 1 АРЕ= / В+/А/[2, а значит, / САЕ= / В. Так как 

ВЕ sinBAE АС sinAEC 
= 
АВ sin АЕВ СЕ sinCAE 

Перемножая эти равенства и учитывая, что 

=1, а значит, O,X:0,X=R,:R,, ге В, и В, — 

то 

ВЕ csinBAE csin(A+B) csinC с’ 

CE bsinCAE  bsinB - bsinB 6b? 

6) В задаче а) точка Е лежит на продолжении стороны BC, 

так как / ADC= / BAD+ L В> / CAD. Поэтому, используя результат 

задачи а) и теорему Менелая, получаем требуемое. 

5.62. Так как / ВСЕ=90°— / B/2, то 1 ВСЕ= 1 ВЕС, а значит, 

ВЕ= ВС. Поэтому CF: КЕ= ВЕ: ВК=ВС:ВК и АЕ: КЕ= СА: СК = 

134



= BC: ВК. Пусть прямая EF пересекает АС в точке D. По теореме 

АР СЕ КЕ 
Менелая ——-——°——=1. Учитывая, что CF: KF=AE: KE, получаем 

Ср КЕ АЕ 

требуемое. 

5.63. Доказательство аналогично решению задачи 5.79; нужно 

только рассмотреть отношение ориентированных отрезков и углов. 

5.64. Пусть A,, B,, С, —точки пересечения прямых ВС и B,C,, 

AC u A,C,, АВи A,B,. Применим теорему Менелая к следующим 

треугольникам и точкам на их сторонах: OAB и (A,, B,, С,), ОВС 

и (В, C,, A,), OAC и (A,, C,, В.). Тогда 

дл, OB, BC, , OC, BB, СА, _ 
Ол, BB, AC, | CC, OB, BA, 

ол, CC, дв, _ 
AA, OC, СВ, | 

, 

Перемножая эти равенства, получаем 

BC, AB, СА, _ 

Из тсоремы Менелая следует, что точки A,, B,, C, лежат на одной 

прямой. 

5.65. Рассмотрим треугольник А,.ВуС., образованный прямыми 

А, В,, B,C, и С.А, (Аз— точка пересечения прямых A,B, и А,С, 
ит. д.), и применим для него теорему Менелая к следующим пяти 

тройкам точек: (A, B,,C,), (В, С,, А,), (С; А,, By), (Ay, By Cy) 

и (4,, B,, С,). В результате получим 

С.А ВВ, АС, ° АВ С.С, ВА, — 

ВС А.А, СВ АА, ВВ, СС, ” 

ВоА CyB AoC 

Со А A,B С 

точки А, Ви С лежат на одной прямой. 

5.66. Пусть №М— точка пересечения прямых AD и КО, Р’— точка 

пересечения прямых KL и MN. Применяя теорему Дезарга к треуголь- 

никам KBL и МОМ, получаем, что точки Р’, А и С лежат на 

одной прямой. Значит, Р’=Р. 

Персмножая эти равенства, получаем =1, а значит, 

55
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5.67. Достаточно применить теорему Дезарга к треугольникам 

AED и ВЕС и теорему Паппа к тройкам точек (В, Е, С) и (А, Е, О). 

5.68. а) Пусть К — точка пересечения прямых КЁ и MN. Применяя 

теорему Паппа к тройкам точек” (Р, Г, №) и (О, М, К), получаем, 

что точки А, С и К лежат на одной прямой. 

6) Применяя теорему Дезарга к треугольникам NDM и ГВК, 

получаем, что точки пересечения прямых ND и LB, DM и BK, 

NM и ГК лежат на одной прямой. 

5.69. Воспользуемся результатом задачи 5.68, а). В качестве точек 

Р и О возьмем точки Р, и Py, в качестве А и С— точки С, 

и Р,, в качестве К, Г, М и М№— точки Р.,А,, В, и Р.. В итоге 

получим, что прямая Р.С, проходит через точку Р.. 

5.70. а) Эта задача является переформулировкой задачи 5.58, 

так как число BA,:CA, имеет знак минус, если точка A, лежит 

на отрезке ВС, и знак плюс, если она лежит вне отрезка ВС. 

6) Предположим сначала, что прямые AA,, BB, и СС, пересска- 

ются в точке М. Любые три вектора плоскости линейно зависимы, 

т.е. существуют такие числа A, циу (не все равные нулю), 

что AAM+pBM+ УСМ = 0. Рассмотрим проекцию на прямую ВС парал- 

лельно прямой АМ. При этой проекции точки А и _М переходят 

в А,, а точки Ви С переходят сами в себя. Поэтому BA, +VvCA, =0, 

т. е. ВА, : СА, = -У:Н. Аналогично CB, ‘АВ, =-^:у 

и АС ‚: ВС: = —p:A,. Перемножая эти равенства, получаем требуемое. 

В случае, когда прямые AA,, ВВ, и СС, параллельны, для 

доказательства достаточно заметить, что ВА, : СА, = BA: С.А А 

и СВ,: АВ, =С, В: АВ. 

Предположим теперь, что выполняется указанное соотношение, 

и докажем, что тогда прямые AA,, BB, и СС, пересекаются в одной 

точке. Пусть С1т— точка пересечения прямой АВ с прямой, прохо- 

дящей через точку С и точку пересечения прямых AA, и BB,. Для 

точки Ст выполняется такое же соотношение, как и для точки С.. 

Поэтому СТА: С*В=С, А: С, В. Следовательно, С*=С,, т. е. прямые 
AA,, BB, и СС, пересекаются в одной точке. 

Можно проверить также, что ‘если выполняется указанное соот- 

ношение и две из прямых AA,, ВВ, и СС, параллельны, то третья 

прямая им параллельна. — 

5.71. Ясно, что AB,=AC,, BA,=BC, и CA,=CB,, причем 

в случае вписанной окружности на сторонах треугольника АВС 

лежат три точки, а в случае вневписанной — одна точка. Остается 

воспользоваться теоремой Чевы. 

5.72. Пусть AA,, ВВ, и СС, —высоты треугольника АВС. Тогда 

АС, ВА, CB, bcos A _с cos В .4<0$С _ 

СВ A, с В.А ~ acosB “bcosC. ccosA _ 
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5.73. Пусть A,, В, и С, середины сторон BC, СА и AB. 

Рассматриваемые прямые проходят через вершины треугольника 

A,B,C,, причем в задаче а) они делят его стороны в таких же 

отношениях, в каких прямые AP, ВР и СР делят стороны 

треугольника АВС, а в задаче 6) они делят их в обратных 

отношениях. Остается воспользоваться теоремой Чевы. 

5.74. Так как ЛАС, В. АВС А, и ААВ,С, АСВ А,, то 

АВ. С. В=АС, BA, и АС, СВ, =А,С-В.А. Поэтому 

AB, _AC, BA, CB, 

AC, ~C,B A,C B,A_ 

5.75. Пусть прямые AA,, BB, и CC, пересекают прямые BC, 

СА и АВ в точках A,, В, и С.. 

ВА, _ SABA, _ 

А.С. СУ 
а) Если /8В+В<180° и L£C+y<180°, то 

АВ. ВА, чт (В+В) AB эту эт (В+) 
= —~'-~'-—-—~. Последнее выражение равно 
АС. СА, sin(C+y) AC sinB sin(C+y) 

BA,:A,C во всех случаях. Запишем аналогичные выражения для 

CB,:B,A и AC,:C,B и перемножим их. Остается воспользоваться 

теоремой Чевы. 

6) Точка A, лежит вне отрезка BC, только если ровно один 

из углов Ви y больше соответствующего ему угла В или С. Поэтому 

BA, AB siny sin(B— В) 

А.С ~ АС sinB sin(C—y) 

5.76. Легко проверить, что эта задача является частньн- случаем 

задачи 5.75. 

Замечание. Аналогичное. утверждение верно и для вневтисанной 

окружности. a 

5.77. Решение задачи очевидным образом следует. из теоремы 

Чевы. 

. 5.78. Применяя теорему синусов к треугольникам. ACC, и 

BCC,, получаем ==—— i =——— те —= 
СС sin A СВ sinC,CB С.В 

п АСС, зп В BA, sin BAA, sinC CB, 
=————.—__. Аналогично =. и —= 
яп С, СВ sinA АС sinA,AC sinB B,A 

_ sin CBB, sin A 
——— . Для-зевершения‘ доказательства остается перемно- 

~ sin B, BA sin С 

жить эти равенства. 

.Замечание. Аналогичное утверждение справедливо и ‘для от- 

ношений ориентированных отрезков и углов в том случае, когда 

точки взяты на продолжениях сторон. 
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5.79. Можно считать, что точки A,, В, и С, лежат на сторонах 

треугольника АВС. Согласно задаче 5.78 

AC, BA, CB, зш АСС, эт ВАА, эт СВВ, 

С.В A,C В.А зтС,СВ зтА, АС эт В, ВА. 

Так как прямые AA,, ВВ, и CC, симметричны прямым AA,, BB, 

и CC, относительно биссектрис, то LACC,=LC,CB, 

LC,CB= ACC, и т. д., поэтому 
яп АСС, зп ВАА, sinCBB, sinC,CB зтА, АС зщ В, BA 

sinC,CB sinA,AC sinB,BA зтАСС, sinBAA, яп СВВ, _ 

C,B A,C ВА ' 

AC, BA, CB, ' 

C,B A,C В.А ’ 
пересекаются в одной точке. 

Замечание. Утверждение остается верным и в том случае, 

когда точки A,, В, и С, взяты на продолжениях сторон, если 

только точка Р не лежит на описанной окружности 5 треугольника 

АВС; если. же Р лежит на окружности 5, то прямые AA,, BB, 

и CC, параллельны (см. задачу 2.90). 

5.80. Пусть диагонали AD и BE данного шестиугольника ABCDEF 

пересекаются в точке Р; К и Г — середины сторон АВ и ED. Так 

как АВРЕ — трапеция, отрезок КЁ проходит через точку Р (задача 

19.2). По теореме синусов sin APK:sin AKP= АК: АР И 

sin ВРК: sin ВКР= ВК: ВР. Tax как sinAKP=sinBKP и АК= ВК, то 

sin АРК: зт ВРК = ВР: АР=ВЕ: AD. Аналогичные соотношения можно 

записать и для отрезков, соединяющих середины двух других пар 

противоположных сторон. Перемножая эти соотношения и применяя 

результат задачи 5.78 к треугольнику, образованному прямыми AD, 

BE и CF, получаем требуемое. 

5.81. Рассмотрим гомотетию с центром Р и коэффициентом 2. 

Так как РА, А, А, — прямоугольник, то при этой гомотетии прямая 

А, А, переходит в прямую [, проходящую через точку A, причем 

прямые /, и А.Р симметричны относительно прямой А.А. Прямая 

А.А делит пополам угол В. А,С, (задача 1.56, а). Аналогично до- 

казывается, что прямые /, и [. симметричны прямым В.Р и С.Р 

относительно биссектрис треугольника A,B,C,. Следовательно, пря- 

мые [, /, и [ пересекаются в одной точке или параллельны 

(задача 5.79), а значит, в одной точке пересекаются и прямые А, 4,, 

B,B,, C,C3. 

5.82. Согласно задачам 5.78 и 5.70, 6) 

sin ASP sin DAP sinSDP ' sin ASQ sinDAQ sinSDQ 

sinPSD sinPAS sinPDA — sinQSD sinQAS sinQDA’ 

Следовательно, т.е. прямые AA,, BB, и СС, 
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Но / РАР= / 5БО, LSDP= [ РАО, LPAS=LQDA u LPDA=LQAS. 

Поэтому sin ASP:sin Р5р = эт ASQ:sinQSD. Из этого следует, что 

. ; sin (a — x) 
точки 5, Ри О лежат Ha одной прямой, так как функция ————— 

9 /sin(a— x) sin o 

4х\ sinx sin? x 

sin x 

монотонна по X: 

AC, CA, АВ, 
5.83. a) По теореме Чевы ——= 

СВ A, В. B,C’ 

CA sin CAA, AB sin BAA, 
CA,= - 3 A, B= . › 

sinAA,B sin 44, В 

AB sin ABB, BC sin CBB, 
АВ, = - , В, — - 

уп АВ, В sin АВ, В 

Подставляя эти четыре равенства в предыдущее равенство и учитывая, 

что АС= ВС, получаем требуемое. 

6) Обозначим точки пересечения прямых: СМ и СМ с основанием 

АВ через М, и N,. Нужно доказать, что М, =М,. Из а) следует, 

что AM,:M,B=AN,:N,B, т.е. M,=N,. 

‚ 8.84. Пусть отрезки ВМ и ВМ пересекают еторону АС в точках 

Ри О. Тогда 

зш РВВ, _зт РВВ, зт АРВ PB, AB 

‘зп РВА sin BPB, sin PBA ~ BB, “PA 

Если Ор— точка пересечения биссектрис треугольника ABC, то 

АР _В, о BC, эп РВВ, AB SB, о ВС, 
=], а значит, ————— 

PB, OB CA sin PBA ~ BB, OB CA 

BC,:C,A=BC:CA, и проведя аналогичные вычисления для 

sin OBB, :sin OBC, получим sin PBB, : яп PBA =sin QBB, : sin ОВС. 

A так kak / ABB,=/CBB,, то / PBB,=LQBB,. 

5.85. а) Пусть точка Р лежит на. дуге АС описанной окру- 

жности треугольника АВС; A,, В, и С, — основания перпендикуляров, 

опущенных из точки Р на прямые ВС, СА и АВ. Сумма углов при 

вершинах A, и С, четырехугольника А, ВС,Р равна 180°, поэтому 

ДА,РС, =180°-—/ B= 1 АРС. Следовательно, / АРС =ДА,РС, при- 

чем одна из точек A, и С, (например, A,) лежит на стороне 

треугольника, а другая — на продолжении стороны. Четырехугольники 

AB,PC, и АВ,РС вписанные, поэтому АВС, = 1 АРС, = 

=/A,PC=LA,B,C, а значит, точка В, лежит на отрезке А,С.. 

6) Kak и в задаче а), получаем (АР, РС, )= 1 (АВ,, В, С)= 
= /(CB,, В, А,)= 1 (СР, PA,). Прибавляя /(РС,, PC), получаем 
L(AP, PC)=L(PC,, РА, )= L(BC,, ВА, )= 1 (АВ, ВС), т. е. точка P ле- 
жит на описанной окружности треугольника АВС. 

139



5.86. Пусть A,, В, и С, середины отрезков PA, РВ и PC; O,, 

O, и О. — центры описанных окружностей треугольников BCP, АСР 

и АВР. Точки A,, В, и С, являются основаниями перпендикуляров, 

опущенных из точки P на стороны треугольника О.О,О (или их 

продолжения). Точки A,, В, и С, лежат на одной прямой, поэтому 

точка Р лежит на описанной окружности треугольника O,0,0, (см. 

задачу 5.85, 6). 

5.87. Пусть продолжение биссектрисы АД перссекает описанную 

окружность треугольника АВС в точке Р. Опустим из точки 

Р перпендикуляры PA,, PB, и PC, на прямые ВС,.СА и AB; 

ясно, что А, — середина отрезка ВС. При гомотетии с центром A, 

переводящей Р в D, точки В, и С, переходят в В’и С’, a зпачит, 

точка A, персходит в М, так как она лежит на прямой B,C, 

и РА, | DM. 

5.88. а) Решение задачи 5.85 проходит без изменений и в этом 

случае. 

6) Пусть A, и В, — основания перпендикуляров, опущенных из 

точки Р на прямые BC и CA, а точки A, и В, прямых ВС и AC 

таковы, что / (РА,, BC)=a=L(PB,, АС). Тогда АРА, А, > АРВ, В,, 
поэтому точки A, и В, переходят в A, и В, при поворотной гомоте- 

тии с центром Р, причем / А. РА, =90°—и— угол поворота. 

5.89. а) Пусть угол между прямыми РС и АС равен ф. Тогда 

PA=2Rsing. Так как точки A, и В, лежат на окружности 

с диаметром РС, угол между прямыми РА, и A,B, тоже равен 

Ф. Поэтому PA,=d/sing, а значит, РА РА, =2 Ва. 

6) Так как PA, 1 ВС, то соза=зтф=а/РА,. Остается заметить, 

что РА, =2Ка/РА. 

5.90. Точки А, и В, лежат на окружности с диаметром РС, 

поэтому А, В; =РС зш А, СВ, =РС зп С. Пусть угол между прямыми 

AB и A,B, равен у и С, — проекция точки’Р на прямую А,В.. 

Прямые’ A,B, и B,C, совпадают, поэтому cosy=PC/2R (см. 

задачу 5.89). Следовательно, длина проекции отрезка АВ на прямую 

A,B, равна ABcosy=(2RsinC) PC/2R=PC sin. 
5.91. Пусть A; и В, — основания перпендикуляров, опущенных 

из точки Р на прямые ВС и АС. Точки A, ‘и В, лежат на 

окружности с диаметром PC. Так как зт А, СВ, =зт АСВ, хорды 

A,B, этой окружности имеют фиксированную длину. Следовательно, 

прямые A,B, касаются фиксированной окружности. 

5.92. Пусть A, и В, — основания перпендикуляров, опущенных 

из точки Р на прямые ВС и СА. Тогда 1 (А, В,, PB,)= L(A,C, РС)= 
=~BP/2. Ясно также, что для всех точек Р прямые PB, имеют 

одно и то же направление. 

5.93. Пусть Ри Р, — диаметрально противоположные точки 

описанной окружности треугольника АВС; А; и В, — основания 

перпендикуляров, опущенных ‘из точки P,; Ha прямые. ВС и AC; 
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М и №— середины сторон AC и ВС; Х— точка пересечения прямых 

A,B, и A,B,. Согласно задаче 5.92 A,B, 1 A,B,. Остается проверить, 

что / (МХ, ХМ)= 4 (ВС, АС). Так как АВ, =В,С, то ХМ — медиана 
прямоугольного треугольника В,ХВ,. Поэтому (ХМ, XB,)= 
=/(XB,,B,M). Аналогично 1(ХА,, ХМ) = 1 (А, М, ХА,). Следо- 
вательно, (МХ, ХМ) = 1 (ХМ, XB,)+ L(XB,, ХА, ) + L(XA,, ХМ)= 
= 1(XB,, В.М) + 1 (А.М, ХА, )-+90°. A так как / (ХВ,, В.М) + 1 (АС, 
CB)+ L(NA,, А. Х)-+ 90° =0°, то (ММ, XN)+ L(AC, СВ) =0°. _ 

5.94. Если точка Е данной окружности такова, что / (ОР, OR)= 

=(B+y)/2, то ОВТВС. Остается проверить, что (ОК, OQ) 
= /(PA,, А, В,). Но 4 (ОВ, OQ)=a/2, а L(PA,, А.В, )= [ (РВ, BC, 

= 1 (OP, OA)/2=a/2. 
5.95. Пусть прямые АС и РО пересекаются в точке М. Проведем 

в треугольнике MPC высоты PB, и СА,. Тогда АВ, — прямая 

Симсона точки Р относительно треугольника АВС. Кроме того, 

согласно задаче 1.52 /(МВ,, B,A,)=L(CP, РМ). Ясно также, что 
1 (СР, РМ)= 1(СА, АО)= 1 (МВ,, АО). Следовательно, A,B, | AQ. 

5.96. Проведем хорду РО, перпендикулярную ВС. Пусть точки 

Н’и Р’ симметричны точкам Н и Р относительно прямой ВС; 

точка Н’ лежит на описанной окружности треугольника АВС (задача 

5.9). Докажем сначала, что АО |Р’Н. В самом деле, /(АН’, AQ)= 
= /(PH', РО)= 1 (АН', Р’Н). Прямая Симсона точки Р параллельна 
АО (задача 5.95), т.е. она проходит через середину стороны РР’ 

треугольника РР’Н и параллельна стороне Р’Н, а значит, она 

проходит через середину стороны PH. 

5.97. Пусть H,, H,, Н, и Н.-ортоцентры треугольников BCD, 

CDA, DAB и АВС. Прямые [,1,1Г и | проходят через середины 

отрезков AH,, ВН,, СН, и DH, (см. задачу 5.96). Середины этих 

отрезков совпадают с такой точкой H, что 2ОН=ОА-+ОВ-+ОС+Ор, 

где О — центр окружности (см. задачу 13.33). 

5.98. а) Пусть B,, С, и О, — проекции точки Р на прямые АВ, 

АС и AD. Точки B,, С, и О), лежат на окружности с диаметром 

АР. Прямые B,C,, С.Б, и D,B, являются прямыми Симсона точки 

Р относительно треугольников АВС, ACD и ADB соответственно. 

Поэтому проекции точки Р на прямые Симсона этих треугольников 

лежат на одной прямой — прямой Симсона треугольника B,C,D,. 

Аналогично доказывается, что на одной прямой лежит любая тройка 

рассматриваемых точек. 

6) Пусть Р— точка описанной окружности п-угольника A,...A,; 

B,, В., ..., В, проекции точки Р на прямые 4,4,, ..., A,A,. Точки 

В›, ... В, лежат на окружности с диаметром 4,P. Докажем по 

индукции, что прямая Симсона точки Р относительно п-угольника 

А,...А, совпадает с прямой Симсона точки Р относительно (n—1)- 
угольника В....В, (для п=4 это было доказано в задаче а). По 

предложению индукции прямая Симсона (п-—1)-угольника “A, A3...A, 
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совпадает с прямой Cumcona (п—2)-угольника B,...B,. Поэтому 

проекции точки Р на прямые Симсона (п-1)-угольников, вершины 

которых получаются последовательным исключением точек А,, ..., A, 

из набора A,,...,A,, лежат на прямой Симсона (п-—1)-угольника 

В....В,. А проекция точки Р на прямую Симсона (n — 1)-угольника 

A,...A, лежит на той же прямой потому, что наши рассуждения 

показывают, что любые п-—1 из рассматриваемых п точек проекций 

лежат на одной прямой. 

5.99. Точки В, и С, лсжат на окружности с диаметром АР. 

Поэтому В, С, =АРзш В, АС, =АР(ВС/2В). 
5.100. Эта задача является частным случаем задачи 2.43. 

5.101. Ясно, что LC,AP=LC,B,P=LA,B,P=LA,C,P= 

= /8B,C,P=248B,A,P (первое, третье и пятое равенства получаются 

из вписанности соответствующих четырехугольников; остальные ра- 

венства очевидны) Аналогично /ВАР=/С.А.Р. Поэтому 

ДВ. А.С. =ДВ.А,Р+АС.А,Р=/САР+АВАР=/ ВАС. Anano- 

гично получаются равенства остальных углов треугольников АВС 

и А.В.С.. 

5.102. Пусть A,, В, и С, — основания перпендикуляров, опущен- 

ных из точки P на прямые BC, СА и AB; А,, В, и С, — точки 

пересечения прямых PA, PB и РС с описанной окружностью 

треугольника АВС. Пусть далее 5, S, и 5, — площади треугольников 

ABC, A,B,C, и A,B,C,. Легко проверить, что а, =а: АР/2 В (задача 

5.99) и a,=a>B,P/CP. Треугольники A,B,C, и A,B,C, подобны 

(задача 5.100), поэтому 5,/5,=К?, где k=a,/a,=AP-CP/(2R-B,P). 
А так как В,Р.ВР=|4?-В?|, то 5,/5.=(АР. ВР. СР)? |4? (а*— 
—R*)*. Треугольники A,B,C, и АВС вписаны в одну окружность, 
поэтому S,/S=a,6,c,/abe (см. задачу 12.1). Ясно также, что, 

например, a,/a=B,P/CP=|d?—R? |/(ВР.СР). Следовательно, 
$,:5=|4*-Е?|?:(АР.ВР.СР)?. Поэтому 5,/5=(5,/5.)(5./5)= 

=| 42— В? |/48В*. 

5.103. Точки В, и С, лежат на окружности с диаметром РА, 

поэтому середина отрезка РА является центром описанной окру- 

жности треугольника АВ, С,. Следовательно, [, — серединный перпсн- 

дикуляр к отрезку B,C,. Поэтому прямые /,, /, и /. проходят через 

центр описанной окружности треугольника А.В, С,. 

5.104. а) Опустим из точек P, и P, псрпендикуляры Р.В, и P,B, 

на АС и перпендикуляры Р.С, и P,C, на АВ. Докажем, что точки 

B,, B,, С, и С, лежат на одной окружности. В самом деле, 

LP,B,C,=LP,AC,=LP,AB,=LP,C,B,, а так как LP,B,A= 

=/P,C,A, TO LC,B,A=L8,C,A. Центр окружности, на которой 

лежат указанные точки, является точкой пересечения серсдинных 

перпендикуляров к отрезкам В, В, и С, С,, а оба эти перпендикуляра 

проходят через середину О отрезка P,P,, т.е. О центр этой 

окружности. В частности, точки В, и С, равноудалены от точки 
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О. Аналогично точки A, и В, равноудалены OT точки О, т. е. О — центр 

описанной окружности треугольника А, В, С,. Кроме того, OB, =ОВ.. 

6) Предыдущее доказательство проходит почти без изменений 

и в этом случае. 

5.105. Пусть A,, В, и С, — середины сторон BC, СА и АВ. 

Треугольники A,B,C, и АВС подобны, причем коэффициент подобия 

равсн 2. Высоты трсугольника A,B,C, пересекаются в точке О, 

поэтому OA,:HA=1:2. Пусть М’р— точка пересечения отрезков ОН 

и AA,. Тогда OM': M’H=OA,:HA=1:2 и AM':M’'A,=OA,:HA= 

=1:2, т.е. М’=М. 

5.106. Пусть A,, В, и С, — середины сторон BC, СА и АВ; 

A,, В, и С, — основания высот; А,, В, и С, — середины отрезков, 

соединяющих точку пересечения высот с вершинами. Так как 

A,C,=C,A=A,B, и АА, | B,C,, точка A, лежит на описанной 

окружности треугольника А, В, С,. Аналогично точки В, и С, лежат 

на описанной окружности треугольника A,B,C,. 

Рассмотрим теперь окружность 5 с диаметром А,А,. Так как 

А, В. | CC, и А.В. | АВ, то £A,B,A,=90°, а значит, точка В, 

лежит на окружности 5. Аналогично доказывается, что точки C,, 

В, и С, лежат на окружности 5. Окружность 5 проходит через 

вершины треугольника A,B,C,, поэтому она является его ‘описанной 

окружностью. 

При гомотетии с центром Н и коэффициентом 1/2 описанная 

окружность треугольника АВС переходит в описанную окружность 

треугольника А.В.С,, т.е. в окружность девяти точек. Значит, при 

этой гомотетии точка О переходит в центр окружности девяти точек. 

5.107. а) Докажем, например, что треугольники АВС и НВС 
имеют общую окружность девяти точек. В самом деле, окружности 

девяти точек обоих треугольников проходят через середину стороны 

ВС и середины отрезков ВН и СН. 

6) Прямая Эйлера проходит через центр окружности девяти 

точек, а окружность девяти точек у этих треугольников общая. 

в) Центром симметрии является центр окружности девяти точек 

этих треугольников. 

5.108. Пусть АВ> ВС> СА. Легко проверить, что для остроуголь- 

ного и тупоугольного треугольников точка Н псресечения высот 

и центр О описанной окружности расположены именно так, как 

на рис. 59 (т.е. для остроугольного треугольника точка О лежит 

внутри треугольника BHC,, a для тупоугольного точки О и В лежат 

по одну сторону от прямой CH). Поэтому в остроугольном 

треугольнике прямая Эйлера пересекает наибольшую сторону АВ 

и наименьшую сторону АС, а в тупоугольном треугольнике — на- 

ибольшую сторону АВ и среднюю по длине сторону ВС. 

5.109. а) Пусть O,, O, 1 О. — центры вневписанных окружностей 

треугольника АВС. Вершины треугольника АВС являются основаниями 

143



Рис. 59 

высот треугольника O,0,0, (задача 5.2), поэтому окружность девяти 

точек треугольника O,0,0, проходит через точки A, Ви С. 

6) Пусть Ор— точка пересечения высот треугольника О.О,О., 

т.е. точка пересечения биссектрис треугольника АВС. Окружность 

девяти точек треугольника O,O,O, делит пополам отрезок ОО.. 

5.110. Пусть АА, —высота, Н— точка пересечения высот. Co- 

гласно задаче 5.45, 6) AH=2R|cosA|. Медианы делятся точкой их 

пересечения в отношении 1:2, поэтому прямая Эйлера параллельна 

ВС тогда и только тогда, когда AH:AA,=2:3 и векторы АН 

и АА, сонаправлены, т.е. 2RcosA:2RsinBsinC=2:3. Учитывая, 

что COS A = —COS (B+ C)=sin B sin C—cos В со$ С, получаем sin BsinC= 

=3 cos В со$ С. 

5.111. Пусть СР — высота, О— центр описанной окружности, 

№ — середина стороны AB, а точка Е делит пополам отрезок, 

соединяющий С с точкой пересечения высот. Тогда СЕМО — парал- 

лелограмм, поэтому / МЕР= 4 ОСН=| А-В] (см. задачу 2.88). 

Точки № Е и D лежат на окружности девяти точек, поэтому 

отрезок ND виден из ее центра под углом 21 NED=2|LA-—ZLB\. 

5.112. Пусть О и Г— центры описанной и вписанной окружностей 

треугольника АВС, Нр— точка пересечения высот; прямые АГ и BI 

пересекают описанную окружность в точках A, и B,. Предположим, 

что треугольник АВС не равнобедренный. Тогда Ol: IH=OA,:AH 

и ОГ:1Н=оОВ,:ВН. Так как OB,=OA,, то АН=ВН, а значит, 

АС= ВС. Приходим к противоречию. 

5.113. Пусть О и Г— центры описанной и вписанной окружностей 

треугольника ABC, Н — ортоцентр треугольника А, В, С,. Проведем 

в треугольнике A,B,C, высоты А,4,, В.В, и C,C,. Треугольник 

A,B,C, остроугольный (например, /8В,А,С,=(18+1С)/2<90°), 

поэтому Н— центр вписанной окружности треугольника A,B,C, (см. 

задачу 1.56, а). Стороны треугольников АВС и A,B,C, параллельны 

(см. задачу 1.54, а), поэтому существует гомотетия, переводящая 
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треугольник ABC в A,B,C,. При этой 

гомотетии точка О переходит в точку 

I, а точка Г—в точку A, поэтому 

прямая JH проходит через точку О. 

5.114. Пусть Нр— точка пересече- 

ния высот треугольника ABC, 

Еи М — середины отрезков СН и АВ 

(рис. 60). Тогда СМС, Е— прямоу- 

гольник. Пусть прямая CC, пересекает 

прямую АВ в точке C3. Докажем, д Cs 

что AC,:C,B=tg 2a: tg 2p. Легко npo- 

верить, что С.М: C,E= MC, : EC, 

EC= К со$у, МС, =C,E= 2RsnasmpB—Rcosy и 

поэтому 

С, М=Взт(В-ча) (2 sinB sin a—cos y)/cos y= 

= Е sin(B—a) cos(B—«)/cosy. 

Следовательно, 

АС, _ АМ+МС, _ sin2y+sin2(a—f)_ 1520 

СВ СМ+МВ sin2y—sin2(a—B) 1828 

Аналогичные рассуждения показывают, что 

AC, BA, CB, tg2u 828 tg2y_ 

С.В A,C В.А — 1228 tg2y 182а 

5.115. Решим сразу задачу 6). Докажем сначала, что прямые 

AA,, BB, и СС, пересекаются в одной точке. Пусть описанные 

окружности треугольников 4, ВС и АВ, С пересекаются в точке О. 

Тогда /(ВО, Ол)= 1 (ВО, OC)+ L(OC, OA)= 1 (ВА, A,C)+ L(CB,, 
В, А)= L(BA, AC,)+ L(C,B, BA)= 1 (С.В, АС, ), т. е. описанная окру- 
жность треугольника ABC, тоже проходит через точку О. Поэтому 

1 (АО, ОА, ) = 1 (АО, ОВ) +1 (В0, ОА, ) = 1 (АС,, С.В) + 

+1(ВС, CA,)=0°, т. е. прямая AA, проходит через точку О. Аналогично 

доказывается, что прямые BB, и CC, проходят через точку О. 

Докажем теперь, что точка О совпадает с искомой точкой Р. 

Так как / ВАРЕЛА- САР, то равенство / АВР=/ САР эк- 

вивалентно равенству / BAP+ 1 АВР=ЕГА, т.е. / АРВ= / В+ С. 

Для точки О последнее равенство очевидно, так как она лежит на 

описанной окружности треугольника АВС.. 

5.116. а) Докажем, что ~AB=~B,C,, т.е. AB=B,C,. В самом 

деле, ~AB=~AC,+~C,B, а ~C,B=~AB,, поэтому ~AB=~AC,+ 

+~AB,=~B,C,. 
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6) Будем считать, что треугольники АВС и A,B,C, вписаны 

в одну окружность, причем треугольник АВС фиксирован, а треуголь- 

ник A,B,C, вращается. Прямые AA,, BB, и СС, пересекаются 

в одной точке не более чем при одном положении ‘треугольника 

A,B,C, (задача 7.20, 6). При этом может возникнуть 12 различных 

семейств треугольников 4, В, С,: треугольники ABC и A,B,C, могут 

совмещаться поворотом или осевой симметрией; кроме того, вер- 

шинам треугольника символы A,, В, и С, можно сопоставить 

шестью различными способами. 

Из этих 12 семейств треугольников четыре ссмейства никогда 

не могут дать искомой точки Р. Для одинаково ориентированных 

треугольников исключаются случаи AABC=AA,C,B,, ААВС= 

=АС В, А, и ДАВС= АВ, А, С, (например, в случае ДАВС= АА, С В, 

точка Р является точкой пересечения прямой BC=B,C, и касательной 

к окружности в точке A=A,; треугольники АВС и A,B,C, при этом 

совпадают). Для противоположно ориентированных треугольников 

исключается случай A ABC= АА, В, С, (в этом случае AA, || BB, | CC, ). 

Замечание. Точкам. Брокара соответствуют противоположно 

ориентированные треугольники; для первой точки  Брокара 

AABC=AB,C,A,, а для второй точки Брокара AABC=AC,A,B,. 

AC sin CAP р ВС sin СВР 

— sindPC  “ sin BPC 
5.117. а) Tak как то 

sing sinB эт (В—Ф) та 
° B (В 9) Учитывая, что sin(B—@)=sinBcosg— 
sin Y sin В 

—cosB sing, получаем ctgg=ctgB+— Остается заметить, 
sin © SIN Y 

что sinB=sin(a+y)=sina cos y+sin y cos «a. 
6) Для второго угла Брокара получаем точно такое же выраже- 

ние, как и в задаче а). Ясно также, что оба угла Брокара острые. 

в) Так как ДА, ВС= 1 ВСА и L ВСА, = LCAB, то 

ДАСА, Вс ААВС. Поэтому точка Брокара Р лежит на отрезке AA, 

(см. задачу 5.115, 6). 

5.118. а) Согласно задаче 10.38, a) ctpy=ctga+ctg B+ctgy>./3= 

=ctg 30°, поэтому o<30°. 

6) Пусть Р— первая точка Брокара треугольника АВС. Точка 

М лежит внутри (или на границе) одного из треугольников АВР, 

ВСР и САР. Если, например, точка М лежит внутри треугольника 

АВР, то / АВМ < L ABP <30°. 

5.119. Прямые A,B,, B,C, и С.А, являются серединными 

перпендикулярами к отрезкам АО, ВО и СО. Поэтому, например, 

ДВ, А, С, =180°— LAQC=LA. Для других углов доказательство 

аналогично. 

Кроме того, прямые A,O, В.О и С, О являются серединными 

перпендикулярами к отрезкам CA, АВ и ВС. Поэтому, например, 
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острые углы OA,C, и АСО имеют взаимно перпендикулярные 

стороны, поэтому они равны. Аналогичные рассуждения показывают, 

что £0OA,C,=LOB,A,=LOC,B,=9, где ф— угол Брокара тре- 

угольника АВС. 

5.120. По теореме синусов R,=AB/2sin АРВ, К, =ВС |2 эт ВРС 

и К, =СА/2зт СРА. Ясно также, что яп АРВ=зт A, sin BPC=sin В 

и sinCPA=sinC. 

5.121. Треугольник ABC, равнобедренный, причем угол при ero 

основании АВ равен углу Брокара Фф. Поэтому Z(PC,, C,Q)= 

=/(BC,,C,A)=29. — Аналогично L(PA,, A,Q)=L(PB,, В, О)= 
= /(PC,, C,Q)=29. 

5.122. Так как LCA,B,=LA+LAB,A, и LAB,A,=LCA,C,, 

то 1 B,A,C,= LA. Аналогично доказывается, что равны и остальные 

углы треугольников АВС и A,B,C. 

Описанные окружности треугольников AA,B,, ВВС, и СС. А, 

пересекаются в одной точке О (задача 2.80, а). Ясно, что 

1 АОА = АВ, А, =ф. Аналогично £BOB,=LCOC,=9. Поэтому 

1 AOB= А, ОВ, =180°—/4А. Аналогично L£BOC=180°-ZB и 

1 COA=180°— ZC, т.е. О — первая точка Брокара обоих треуголь- 

ников. Следовательно, при поворотной гомотетии на угол ф с -ue- 

нтром О и коэффициентом AO/A,O треугольник’ A,B,C, переходит 

в треугольник АВС. | 
5.123. По теореме синусов АВ/ВМ =зш AMB/sin ВАМ и AB/BN= 

=sinANB/sin ВАМ. Значит, 

AB? sin AMB sin АМВ sin AMC sinANC АС? 

BM-BN зп ВАМ за ВАМ sinCANsinCAM СМ-СМ 

5.124. Так как L£BAS=LCAM, то BS/CM=Spgas/Scam= 

=AB-AS/(AC- AM), т.е. AS/AM=26- BS [ас. Остается заметить, что 

BS =ac?/(b?+c?) и 2AM=./2b74+2c?—a? (см. задачи 5.123 и 
12.11, а). 

5.125. При симметрии относительно биссектрисы угла А отрезок 

B,C, переходит в отрезок, параллельный стороне BC, а прямая 

А5 —в прямую АМ, где М — середина стороны ВС. 

5.126. Возьмем на отрезках ВС и ВА точки A, и С, так, что 

A,C, ||BK. Так как / ВАС= 1 СВК=/ ВАС, и LBCA=LZBC,A,, 

то отрезок A,C, антипараллелен стороне АС. С другой стороны, 

согласно задаче 3.31,6) прямая BD делит отрезок A,C, пополам. 

5.127. Достаточно воспользоваться результатом задачи 3.30. 

5.128. Пусть АР— общая хорда рассматриваемых окружностей, 

О — точка пересечения прямых АР и ВС. Тогда 

ВО [ АВ = эт ВАО | 3тАОВ и AC/CQ=sinAQC/sinCAQ. Значит, 

BQ/CQ=ABsinBAP/ACsinCAP. Так как АС и АВр— касательные 

к окружностям 5, и S,, то LCAP=L ABP и 1 ВАР= 1 АСР, 
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a значит, 4 АРВ= 1 АРС. Поэтому 

АВ АВ АР sinAPB sinACP зтАСР sinBAP 

AC АР АС этАВР зтАРС зшАВР зтСАР’ 

Следовательно, ВО /СО=АВ? [АС?. 
5.129. Пусть 5— точка пересечения прямых АХ и ВС. Тогда 

AS /AB=CS [СХ И АЗ / АС = BS / ВХ, а значит, 

CS /BS=(AC/AB):(XC/XB). Остается заметить, что XC/XB=AC/AB 

(см. решение задачи 7.16, а). 

5.130. Пусть Г, М и М№— середины отрезков CA, СВ и CH. 

Так как ВАС АСАН, To АВАМ <> А САМ, а значит, 

Ll ВАМ = 1 САМ. Аналогично / ABL= 1 СВМ. 

5.131. Пусть B,C,, С.А, и А.В, — данные отрезки. Тогда тре- 

угольники A,XA,, В, ХВ, и C,XC, равнобедренные; пусть длины 

их боковых сторон равны a, b и с. Прямая АХ делит отрезок 

B,C, пополам тогда и только тогда, когда эта прямая содержит 

симедиану. Поэтому если Х— точка Лемуана, то a=b, b=c u с=а. 

А если B,C,=C,A,=A,B,, то b+c=c+a=a+b, а значит, a=b=c. 

5.132. Пусть М — точка пересечения медиан треугольника АВС; 

а, в, с, иа,, b,, с› — расстояния от точек К и М до сторон 

треугольника. Так как точки К и М изогонально сопряжены, то 

a,a,=6,b,=c,c,; кроме того, aa,=bb,=cc, (см. задачу 4.1). Следо- 

вательно, a/a,=b/b,=c/c,. Используя это равенство и учитывая, 

что площади треугольников A,B,K, B,C,K u C,A,K равны a,b,c/4R, 

b,c,a/4R и c,a,5/4R, где К — радиус описанной окружности треуголь- 

ника АВС, получаем, что площади этих треугольников равны. Кроме 

того, точка К лежит внутри треугольника A,B,C,. Следовательно, 

К — точка пересечения медиан треугольника A,B,C, (см. задачу 4.2). 

5.133. Медианы треугольника A,B,C, пересекаются в точке 

К (задача 5.132), поэтому стороны треугольника АВС перпендикуляр- 

ны медианам треугольника A,B,C,. После поворота на 90° стороны 

треугольника АВС станут параллельны медианам треугольника 

A,B,C,, а значит, медианы треугольника АВС станут параллельны 

сторонам треугольника A,B,C, (см. задачу 13.2). Поэтому медианы 

треугольника АВС перпендикулярны сторонам треугольника A,B,C,. 

5.134. Пусть A,, В, и С, — проекции точки К на прямые BC, 

СА и АВ. Тогда ААВ, С, >АА,В,С, (задача 5.100) и К— точка 

пересечения медиан треугольника A,B,C, (задача 5.132). Поэтому 

преобразование подобия, переводящее треугольник A,B,C, в тре- 

угольник A,B,C,, переводит точку К в точку М пересечения 

медиан треугольника А, В.С. Кроме того, например, 

1 КА.С.=1 КВС. =1ВА,К, т.е. точки К и М изогонально со- 

пряжены относительно треугольника A,B,C,, а значит, Кб— точка 

Лемуана треугольника A,B,C,. 
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5.135. Пусть K—tTouka JlemyaHa треугольника ABC; A,, В, 

и С, — проекции точки К на стороны треугольника АВС; Г, —середина 

отрезка B,C,; М№Мб— точка пересечения прямой KL и медианы АМ; 

О — середина отрезка АК (рис. 61). Точки В, и С, лежат на 

окружности с диаметром АК, поэтому согласно задаче 5.132 

Рис. 61 

ОГВ, С,. Кроме того, АМ1В,С, (задача 5.133) и O— середина 

отрезка AK, а значит, ОГ— средняя линия треугольника АКМ 

и KL=LN. Следовательно, К— середина отрезка 4А,М№. Остается 

заметить, что при гомотетии с центром М, переводящей N в A, 

отрезок NA, переходит в высоту АН.



Глава 6 

МНОГОУГОЛЬНИКИ 

Основные сведения 

1. Многоугольник называют выпуклым, если он лежит по одну 
сторону от любой прямой, соединяющей его соседние вершины. 

2. Выпуклый многоугольник называют описанным, если все его 
стороны касаются некоторой окружности. Выпуклый четырехугольник 
является описанным тогда и только тогда, когда АВ+ Ср =ВС+ АР. 

Вынуклый многоугольник называют вписанным, если все его 
вершины лежат на одной окружности. Выпуклый четырехугольник 
является вписанным тогда и только тогда, когда / АВС+ / CDA= 
=/ DAB+ ZL BCD. 

3. Выпуклый многоугольник называют правильным, если все его 
стороны равны и все углы также равны. 

Выпуклый п-угольник является правильным тогда и только 
тогда, когда при повороте на угол 2п/п с центром в некоторой 
точке О он переходит в себя. Точку О называют центром правильного 
многоугольника. 

Вводные задачи 

1. Докажите, что выпуклый четырехугольник АВСР можно 
вписать в окружность тогда и только тогда, когда 
1 ABC+ L СБА= 180°. 

2. Докажите, что в выпуклый четырехугольник ABCD 
можно вписать окружность тогда и только тогда, когда 
АВ-+ СР = ВС+ АБ. 

3. а) Докажите, что оси симметрии правильного много- 
угольника пересекаются в одной точке. 

6) Докажите, что правильный 2я-угольник имсет центр 
симметрии. 

4. а) Докажите, что сумма углов при вершинах выпуклого 
п-угольника равна (n—2)- 180°. 

6) Выпуклый я-угольник разрезан непересекающимися 
диагоналями на треугольники. Докажите, что количество 
этих треугольников равно п-— 2. 

§ 1. Вписанные и описанные четырехугольники 

6.1. Докажите, что если центр вписанной в четырехуголь- 
ник окружности совпадает с точкой пересечения диагоналей, 
то этот четырехугольник — ромб. 

150



6.2. Четырехугольник ABCD описан около окружности 
с центром О. Докажите, что / АОВ+ 4 СОБ = 180°. 

6.3. Докажите, что если существуют окружность, ка- 
сающаяся всех сторон выпуклого четырехугольника ABCD, 
и окружность, касающаяся продолжений всех его сторон, 
то диагонали такого четырехугольника перпендикулярны. 

6.4. Окружность высекает на всех четырех сторонах че- 
тырехугольника равные хорды. Докажите, что в этот четы- 
рехугольник можно вписать окружность. 

6.5. Докажите, что если в четырехугольник можно вписать 
окружность, то центр этой окружности лежит на одной 
прямой с серединами диагоналей. 

6.6. Четырехугольник АВСР описан около окружности 
с центром О. В треугольнике АОВ проведены высоты AA, 
и BB,, а в треугольнике СОБР— высоты СС, и DD,. 
Докажите, что точки A,, B,, С, и D, лежат на одной прямой. 

6.7. Углы при основании AD трапеции ABCD равны. 20 
и 2В. Докажите, что трапеция описанная тогда и только 
тогда, когда BC/AD=tgatgB. — 

6.8. В треугольнике АВС проведены отрезки РО и RS, 
параллельные стороне АС, и отрезок ВМ (рис. 62). Трапеции 
КРКГ и MLSC описанные. До- 

кажите, что трапеция АРОС тоже 5 
описанная. 

6.9. Дан выпуклый четыреху- ро 
гольник ABCD. Лучи АВ и CD 
пересекаются в точке Р, а лучи 
ВС и AD—B точке О. Докажите, 
что четырехугольник ABCD* опи- 
санный тогда и только тогда, К. _ 
когда выполняется одно из следу- и | М С 
ющих условий: AB+ CD= BC+ AD, Puc. 62 
AP+CQ=AQ+CP или ВР+ ВО = 
=DP+DQ. 

6.10. Через точки пересечения продолжений сторон выпук- 
лого четырехугольника ABCD проведены две прямые, делящие 
его на четыре четырехугольника. Докажите, что если четы- 
рехугольники, примыкающие к вершинам В и D, описанные, 
то четырехугольник АВСР тоже описанный. 

6.11. Докажите, что точка пересечения диагоналей описан- 
ного четырехугольника совпадает с точкой пересечения диа- 
гоналей четырехугольника, вершинами которого служат точки 
касания сторон исходного четырехугольника с вписанной 
окружностью. 

 * * 
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6.12. Четырехугольник ABCD вписанный; H, и H,—op- 
тоцентры треугольников ABD и АВС. Докажите, что 
CDH,A,— параллелограмм. 

6.13. Четырехугольник ABCD вписанный. Докажите, что 
центры вписанных окружностей треугольников ABC, BCD, 
CDA и DAB образуют прямоугольник. 

6.14. Продолжения сторон четырехугольника ABCD, впи- 
санного в окружность с центром О, пересекаются в точках 
Р и О, а его диагонали пересекаются в точке 5. 

а) Расстояния от точек P, О и 5 до точки О равны р, 
4 и $5, а радиус описанной окружности равен К. Найдите 
длины сторон треугольника PQS. 

6) Докажите, что высоты треугольника PQS пересекаются 
в точке О. 

* жж 

6.15. Диагональ АС разбивает четырехугольник ABCD на 
два треугольника, вписанные окружности которых касаются 
диагонали АС в одной точке. Докажите, что вписанные 

окружности треугольников ABD и BCD тоже касаются 
диагонали BD в одной точке, а точки их касания со 

сторонами четырехугольника лежат на одной окружности. 
6.16. Докажите, что проекции точки пересечения диаго- 

налей вписанного четырехугольника на его стороны являются 
вершинами описанного четырехугольника, если только они 
не попадают на продолжения сторон. 

6.17. Докажите, что если диагонали четырехугольника 
перпендикулярны, то проекции точки пересечения диагоналей 
на стороны являются вершинами вписанного четырехуголь- 
ника. 

См. °также задачи 13.33, 13.34, 16.4. 

$ 2. Четырехугольники 

6.18. Угол между сторонами АВ и СР четырехугольника 
ABCD равен ф. Докажите, что AD*?=AB*+BC*+CD?— 
—2 (АВ: ВС созВ-+ BC:CDcosC+CD: ABcos@). 

6.19. В четырехугольнике ABCD стороны АВ и CD равны, 
причем лучи АВ и ОС пересекаются в точке О. Докажите, 
что прямая, соединяющая середины диагоналей, перпен- 
дикулярна биссектрисе угла AOD. 

6.20. Ha ‘сторонах ВС и AD четырехугольника ABCD 
взяты точки М и М так, что BM:MC=AN:ND=AB: CD. 

Лучи АВ и ОС пересекаются в точке О. Докажите, что 
прямая MN параллельна ‘биссектрисе угла AOD. 
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6.21. Докажите, что биссектрисы углов выпуклого четы- 
рехугольника образуют вписанный четырехугольник. 

6.22. Два различных параллелограмма ABCD и A,B,C,D, 
с соответственно параллельными сторонами вписаны. в че- 
тырехугольник РОК5 (точки А и A, лежат на стороне РО, 
В и В, —на ОК и т. д.). Докажите, что диагонали четы- 

рехугольника параллельны сторонам параллелограммов. 
6.23. Середины М и N диагоналей АС и BD выпуклого 

четырехугольника АВСР не совпадают. Прямая ММ пересека- 
ет стороны АВ и CD в точках М, и N,. Докажите, что 
если ММ, =ММ,, то АБ| BC. 

6.24. Докажите, что два четырехугольника подобны тогда 
и только тогда, когда у них равны четыре соответственных 
угла и соответственные углы между диагоналями. 

6.25. Четырехугольник ABCD выпуклый; точки A,, B,, 
Ст и О), таковы, что AB||C,D,, AC||B,D, и т. д. для всех 
пар вершин. Докажите, что четырехугольник A,B,C,D, тоже 
выпуклый, причем £ A+ С, =180°. 

6.26. Из вершин выпуклого четырехугольника опущены 
перпендикуляры на диагонали. Докажите, что четырехуголь- 
ник, образованный основаниями перпендикуляров, подобен 
исходному четырехугольнику. 

6.27. Выпуклый четырехугольник разделен диагоналями 
на четыре треугольника. Докажите, что прямая, соединяющая 
точки пересечения медиан двух противоположных треуголь- 
ников, перпендикулярна прямой, соединяющей точки пересече- 
ния высот двух других треугольников. 

6.28. Диагонали описанной трапеции ABCD с основаниями 
AD и ВС пересекаются в точке О. Радиусы вписанных 
окружностей треугольников AOD, AOB, ВОС и COD равны 

г, г., Гу И г. соответственно. Докажите, что ЕАК 
ry Ty 72 74 

6.29. Окружность радиуса г, касается сторон РА, АВ 
и ВС выпуклого четырехугольника ABCD, окружность радиуса 
г’ сторон AB, ВС и CD; аналогично определяются г, И га. 

АВ СР BC АР. 
Докажите, что —+—=—+— 

ry ГРз Г г 

6.30. О выпуклом четырехугольнике ABCD известно, что 
радиусы окружностей, вписанных в треугольники ABC, BCD, 
CDA и DAB, равны между собой. Докажите, что ABCD — 
прямоугольник. 

6.31. Дан выпуклый четырехугольник ABCD; A,, B,, Гей 
и Р, — центры описанных окружностей треугольников BCD, 
CDA, DAB и АВС. Аналогично для четырехугольника 
A,B,C,D, определяются точки A,, В,, С, и D,. Докажите, 
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что четырехугольники ABCD и A,B,C,D, подобны, причем 
коэффициент их подобия равен |(ctgeA+ctgC)(ctgB+ctgD)/4|. 

6.32. Окружности, диаметрами которых служат стороны 
АВ и CD выпуклого четырехугольника ABCD, касаются 
сторон CD и АВ соответственно. Докажите, что ВС | AD. 

6.33. Четыре прямые задают четыре треугольника. До- 
кажите, что ортоцентры этих треугольников лежат на одной 
прямой. 

$ 3. Теорема Птолемея 

6.34. Четырехугольник ABCD вписанный. Докажите, что 
AB-CD+AD:BC=AC: BD (Птолемей). 

6.35. Четырехугольник ABCD вписанный. Докажите, что 

AC AB: AD+CB-CD 

BD BA-BC+DA-DC 

st yt 
Sing sin2a sin 3a 

6.37. Расстояния от центра описанной окружности ост- 
роугольного треугольника до его сторон равны d,, d, u 4.. 
Докажите, что d,+d,+d,.=R+r. 

6.38. Биссектриса угла А треугольника АВС пересекает 
описанную окружность в точке ШО. Докажите, что 
АВ-+АС<2 АР. 

6.39. На дуге CD описанной окружности квадрата ABCD 

взята точка Р. Докажите, что РА+РС =. /2 РВ. 

6.40. Дан параллелограмм ABCD. Окружность, проходя- 
ax через точку A, пересекает отрезки AB, АС и AD 

в точках Р, О и К соответственно. Докажите, что 
АР: АВ+АК` АР=АО- АС. 

6.41. На дуге A,A,,,, описанной окружности 5 правильно- 
го (21+ П)-угольника A,...A>,4, взята точка А. Докажите, что: 

a) d,+d,+...4¢d,,,,=d,+d,+..+d,,, где а,=АА,;; 
6) 1+... +1. =/. +...+[„, где [— длина касательной, 

проведенной из точки A к окружности радиуса г, касающейся 
5 в точке A; (все касания одновременно внутренние или 
внешние). 

6.42. Окружности радиуса х и у касаются окружности 
радиуса К, причем расстояние между точками касания равно 
а. Вычислите длину следующей общей касательной к первым 

двум окружностям: 
а) внешней, если оба касания внешние или внутренние 

одновременно; 

154 

6.36. Пусть a=n/7. Докажите, что 



6) внутренней, если одно касание внутреннее, а другое 
внешнее. 

6.43. Окружности a, В, у и 0 касаются данной окружности 
в вершинах А, В, Си D выпуклого четырехугольника ABCD. 
Пусть 1,-— длина общей касательной к окружностям 
хи В (внешней, если оба касания внутренние или внешние 
одновременно, и внутренней, если одно касание внутреннее, 
а другое внешнее); {„., {5 и т. д. определяются аналогично. 
Докажите, что 131, +,=1.15 (обобщенная теорема Пто- 
лемея). 

См. также задачу 9.67. 

$ 4. Пятиугольники 

6.44. В равностороннем (неправильном) пятиугольнике 
ABCDE угол АВС вдвое больше угла DBE. Найдите величину 
угла АВС. 

6.45. а) Диагонали АС и ВЕ правильного пятиугольника 
ABCDE пересекаются в точке К. Докажите, что описанная 
окружность треугольника CKE касается прямой BC. 

6) Пусть а— длина стороны правильного пятиугольника, 
4— длина его диагонали. Докажите, что 4*=а?-+ аа. 

6.46. Докажите, что в правильный пятиугольник можно 
так вписать квадрат, что его вершины будут лежать на 
четырех сторонах пятиугольника. 

6.47. Правильный пятиугольник ABCDE со стороной 
а вписан в окружность 5. Прямые, 
проходящие через его вершины пер- 
пендикулярно сторонам, образуют пра- 
вильный пятиугольник со стороной 
Ь (рис. 63). Сторона правильного пя- 
тиугольника, описанного около окру- 
жности 5, равна с. Докажите, что 

a?+b*=c?, 
См. также задачи 2.59, 4.9, 9.23, 

9.44, 10.63, 10.67, 13.10, 13.56, 20.11. 

$ 5. Шестиугольники 

6.48. Противоположные стороны выпуклого шестиуголь- 
ника ABCDEF попарно параллельны. Докажите, что: 

а) площадь треугольника ACE составляет не менее по- 
ловины площади шестиугольника. 

6) площади треугольников ACE и BDF равны. 
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6.49. Все углы выпуклого шестиугольника ABCDEF равны. 
Докажите, что |ВС- ЕЕ|=|РЕ- АВ|=| АЕ- СБ]. 

6.50. Суммы углов при вершинах A, С, Е и В, О, 
Е выпуклого шестиугольника ABCDEF с равными сторонами 
равны. Докажите, что противоположные стороны этого 
шестиугольника параллельны. 

6.51. Докажите, что если в выпуклом шестиугольнике 

каждая из трех диагоналей, соединяющих противоположные 
вершины, делит площадь пополам, то эти диагонали пересека- 
ются в одной точке. 

6.52. Докажите, что если в выпуклом шестиугольнике 
каждый из трех отрезков, соединяющих середины проти- 
воположных сторон, делит площадь пополам, то эти отрезки 
пересекаются в одной точке. 

См. также задачи 2.11, 2.20, 2.46, 3.66, 4.6, 4.28, 4.31, 

5.80, 9.45,a), 9.76—9.78, 13.3, 14.6, 18.22, 18.23. 

$ 6. Правильные многоугольники 

6.53. Число сторон многоугольника A,...A, нечетно. До- 
кажите, что: 

а) если этот многоугольник вписанный и все его углы 
равны, то он правильный; 

6) если этот многоугольник описанный и все его стороны 
равны, то он правильный. 

6.54. Все углы выпуклого многоугольника A,...A, равны, 
и из некоторой его внутренней точки О все стороны видны 
под равными углами. Докажите, что этот многоугольник 
правильный. ОИ 

6.55. Бумажная лента постоянной ширины завязана про- 
стым Узлом и затем стянута так, чтобы узел стал плоским 

(рис. 64). Докажите, что узел 
имеет форму правильного пя- 
тиугольника. 

6.56. На сторонах АВ, ВС, 
CD и DA квадрата ABCD по- 

строены внутренним образом 
правильные треугольники АВК, 

BCL, CDM и DAN. Докажите, 
Puc. 64 что середины CTOPOH этих тре- 

угольников (не являющихся 
сторонами квадрата) и середины отрезков КГ, ГМ, ММ 

и NK образуют правильный двенадцатиугольник. 

* * * 
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_ 6.57. Существует ли правильный многоугольник, длина 
одной диагонали которого равна сумме длин двух других 
диагоналей? 

6.58. Правильный (4К-+2)-угольник вписан в окружность 
радиуса К с центром О. Докажите, что сумма длин отрезков, 
высекаемых углом A,OA,,, на прямых A,A>,, AA x, -15 
... A,A,4,, равна К. 

6.59. В правильном восемнадцатиугольнике A,...A,, про- 
ведены диагонали A,A,, A,A, и A,A,. Пусть К=а-6, p=b—c, 
m=c—d, q=d—e, п=е-—Ги r=f—a. Докажите, что указанные 
диагонали пересекаются в одной точке в любом из следующих 
случаев: 

a) {К, т, п} ={р, 4, 7}; 
6) {k, т, п} ={1, 2,7} и {р, а, г} ={1, 3, 4}; 
в) {k, т.п} ={1, 2, 8} и {p, а, г} ={2, 2, 3}. 
Замечание. Равенство {k, т, п} ={х, у, 2} означает, что 

указанные наборы чисел совпадают; порядок их записи при 
этом не учитывается. 

6.60. В правильном тридцатиугольнике проведены три 
диагонали. Определим для них наборы {k, тп} и {р, 4, г} 
так же, как и в предыдущей задаче. Докажите, что если 

{k, т, п} = {1, 3, 14} и {p, а, r}={2, 2, 8}, то диагонали пере- 
секаются в одной точке. 

6.61. В правильном п-угольнике (п>3) отмечены середины 
всех сторон и диагоналей. Какое наибольшее число отмечен- 
ных точек лежит на одной окружности? 

6.62. Вершины правильного п-угольника окрашены в не- 
сколько цветов так, что точки одного цвета служат вершинами 
правильного многоугольника. Докажите, что среди этих 
многоугольников найдутся два равных. 

6.63. Докажите, что при п>6 правильный (п-1)-угольник 
нельзя так вписать в правильный п-угольник, чтобы на всех 
сторонах п-угольника, кроме одной, лежало ровно по одной 
вершине (п-—1)-угольника. 

* * x 

6.64. Пусть О — центр правильного п-угольника А i Ал, 

Х — произвольная точка. Докажите, что ОА, +...+ ОА, = -6 

и ХА, +...+ХА,=пХО. 
6.65. Докажите, что в вершинах правильного п-угольника 

можно расставить действительные числа X,, ..., х„, все отличные 
от нуля, так, чтобы для любого правильного К -угольника, все 

вершины которого являются вершинами. исходного п-угольни- 
ка, сумма чисел, стоящих в его вершинах, равнялась нулю. 
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6.66. Точка А лежит внутри правильного десятиугольника 
— — 

А. X19, а точка В— вне его. Пусть а=АХ,+...+АХ\9 

и b= ВХ, +.. ‚+ ВХ 1. Может ли оказаться, что |а|>|61? 
6.67. Правильный многоугольник 4,...А, вписан в окруж- 

ность радиуса К с центром О; Х-— произвольная точка. 
Докажите, что A,X7+...4+A,X*2=n(R7+4+d7), где d=OX. 

6.68. Найдите сумму квадратов длин всех сторон и диа- 
гоналей правильного п-угольника, вписанного в окружность 
радиуса К. 

® 6.69. Докажите, что сумма расстояний от произвольной 
точки Х до вершин правильного п-угольника будет наимень- 
шей, если Хб— центр п-угольника. 

6.70. Правильный н-угольник 4,...А, вписан в окру- 
жность радиуса К с центром О; e,=OA;,, x=OX— 
произвольный вектор. Докажите, что У (е, x)= 
=nR*-OX?/2. 

6.71. Найдите сумму квадратов расстояний от вершин 
правильного и-угольника, вписанного в окружность радиуса 
К, до произвольной прямой, проходящей через центр мно- 

гоугольника. 
6.72. Расстояние от точки Х до центра правильного 

п-угольника равно 4, г--радиус вписанной окружности 
п-угольника. Докажите, что сумма квадратов расстояний от 

точки Х до прямых, содержащих стороны п -угольника, равна 

n(r?+d?*/2). | 
_ 6.73. Докажите, что сумма квадратов длин проекций 
сторон правильного п-угольника на любую прямую равна 
na*/2, где а— сторона п-угольника. 

6.74. Правильный п-угольник A,...A, вписан в окружность 
радиуса К; Хр— точка этой окружности. Докажите, что 
ХАТ+.. + ХА“ бив“. 

6.75. a) Правильный п-угольник A,...A, вписан в окруж- 

ность радиуса 1 с центром О; е=ОА,, и — произвольный 
вектор. Докажите, что ) (м, е;)е; = пи [2. 

6) Из произвольной точки Х опущены перпендикуляры 
XA,, .... ХА, на стороны правильного п-угольника (или Ha 

их продолжения). Докажите, что У ХА, =пХО /2, где О — центр 

п-угольника. 
6.76. Докажите, что если число n не является степе- 

нью простого числа, то существует выпуклый п-угольник 
со сторонами длиной 1, 2, ..., п, все углы которого 

равны. 
См. также задачи 2.9, 4.59, 4.62, 6.36, 6.41, 6.45— 6.47, 

9.83, 9.84, 11.46, 11.48, 17.31, 18.30, 19.47, 23.8, 24.2. 
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$ 7. Вписанные и описанные многоугольники 

6.77. На сторонах треугольника внешним образом постро- 
ены три квадрата. Какими должны быть углы треугольника, 
чтобы шесть вершин этих квадратов, отличных от вершин 
треугольника, лежали на одной окружности? 

6.78. В окружность вписан 2н -угольник A,...A,,. Пусть ру, ... 
.... Po, — расстояния от произвольной точки М окружности до 
сторон 4, 4,, A,A3, ..., А,,4,. Докажите, что Pp, P3...P2,-1= 

=P2P4-- Рэп. 
6.79. Вписанный многоугольник разбит непересекающими- 

ся диагоналями на треугольники. Докажите, что сумма 
радиусов всех вписанных в эти треугольники окружностей 
не зависит от разбиения. 

6.80. Два п-угольника вписаны в одну окружность, причем 
наборы длин их сторон одинаковы, но не обязательно равны 
соответственные стороны. Докажите, что площади этих 
многоугольников равны. 

6.81. Положительные числа a,, .... а, таковы, что 2a;< 
<а,+..+а, при всех 1=1, .., п. Докажите, что существует 
вписанный п-угольник, длины сторон которого равны а1, ..., а 

ж жж | 

6.82. Точка, лежащая внутри описанного п-угольника, 
соединена отрезками со всеми вершинами и точками касания. 
Образовавшиеся при этом треугольники попеременно окра- 
шены в красный и синий цвет. Докажите, что произведение 

площадей красных треугольников равно произведению пло- 
щадей синих треугольников. 

6.83. В 2п-угольнике (п нечетно) A,...A,,, описанном око- 
ло окружности с центром О, диагонали A,A,41,, А. Ань», ... 
> 4,_142„-, ПРроходят через точку О. Докажите, что 

и диагональ A,A,, проходит через точку О. 
6.84. Окружность радиуса г касается сторон многоуголь- 

ника в точках A,, ..., A,, причем длина стороны, на которой 

лежит точка A;, равна a;. Точка Х удалена от центра 
окружности на расстояние 4. Докажите, что а ХА?+...+ 
+a,XA2=P(r*+d7*), где Р— периметр многоугольника. 

6.85. Около окружности описан п-угольник A,...A,; [— 
произвольная касательная к окружности, не проходящая через 
вершины л-угольника. Пусть а; — расстояние от вершины А; 
до прямой [ В, — расстояние от точки касания стороны 
А, Aj4, с окружностью до прямой [. Докажите, что: 

а) величина O,...b,/(a,...a,) не зависит от выбора прямой J; 
6) величина а,а....а.„_,/(а>ал...а›т) не зависит от выбора 

прямой [ если n=2m. 

n° 
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6.86. Некоторые стороны выпуклого многоугольника Kpac- 
ные, остальные синие. Сумма длин красных сторон меньше 
половины периметра, и нет ни одной пары соседних синих 
сторон. Докажите, что в этот многоугольник нельзя вписать 
окружность. 

См. также задачи 2.12, 4.39, 19.6. 

$ 8. Произвольные выпуклые многоугольники 

6.87. Какое наибольшее число острых углов может иметь 
выпуклый многоугольник? 

6.88. Сколько в выпуклом многоугольнике может быть 
сторон, равных по длине наиболыпей диагонали? 

6.89. Для каких п существует выпуклый п-угольник, 
у которого одна сторона имеет длину 1, а длины всех 
диагоналей — целые числа? 

6.90. Может ли выпуклый неправильный пятиугольник 
иметь ровно четыре стороны одинаковой длины и ровно 

четыре диагонали одинаковой длины? 
Может ли в таком пятиугольнике пятая сторона иметь 

общую точку с пятой диагональю? 
6.91. Точка О, лежащая внутри выпуклого многоуголь- 

ника, образует с каждыми двумя его вершинами равнобед- 
ренный треугольник. Докажите, что точка О равноудалена 
от вершин этого многоугольника. 

См. также задачи 4.49, 4.50, 9.82, 9.85, 9.86, 11.35, 13.14, 

14.26, 16.8, 17.33, 17.34, 19.9, 23.13, 23.15. 

$ 9. Теорема Паскаля 

6.92. Докажите, что точки пересечения противоположных 
сторон (если эти стороны не параллельны) вписанного 
шестиугольника лежат на одной прямой (Паскаль). 

6.93. Точка М лежит на описанной окружности треуголь- 
ника АВС; К — произвольная точка. Прямые АК, ВК и СК 
пересекают описанную окружность в точках A,, В, и С.. 
Докажите, что точки пересечения прямых МА, и ВС, МВ, 

и СА, МС, и АВ лежат на одной прямой, проходящей 
через точку К. 

6.94. В треугольнике АВС проведены высоты AA, и BB, 
и биссектрисы AA, и ВВ.; вписанная окружность касается 
сторон BC и АС в точках А. и В.. Докажите, что прямые А, B,, 
A,B, и A,B, пересекаются в одной точке или параллельны. 

6.95. Четырехугольник АВСР вписан в окружность 5; 
Х — произвольная точка, М и М№— вторые точки пересечения 
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прямых ХА и XD с окружностью 5. Прямые DC и AX, 
АВ и DX пересекаются в точках Е и Е. Докажите, что 
точка пересечения прямых ММ и ЕЁ лежит на прямой ВС. 

6.96. Точки Аи A,, лежащие внутри окружности с центром 
О, симметричны относительно точки О. Лучи AP и АР, 
сонаправлены, лучи АО и А, О, тоже сонаправлены. Докажите, 
что точка пересечения прямых Р.О и РО, лежит на прямой 
AA,. (Точки Р, P;, О и О, лежат на окружности.) 

6.97. Даны пять точек некоторой окружности. С помощью 
одной линейки постройте шестую точку этой окружности. 

6.98. Точки A,, ..., Ag лежат на одной окружности, 

а точки К, L, М и М№— на прямых A,A,, А,4А., А.А; 
и А.А; соответственно, причем KL|A,A,, ГМП А. А; 
и MN||A,A,. Докажите, что МК] А; А.. 

Задачи для самостоятельного решения 

6.99. Докажите, что если АВСР — прямоугольник, а P— 
произвольная точка, то АР?+СР?*=рР?+ BP”. 

6.100. Диагонали выпуклого четырехугольника ABCD пер- 
пендикулярны. На его сторонах внешним образом построены 
квадраты с центрами Р, О, К и 5. Докажите, что отрезок 

PR проходит через точку пересечения диагоналей АС и BD, 

причем PR=(AC+BD)/./2. 
6.101. Ha наибольшей стороне AC треугольника АВС взяты 

точки A, и С, так, что АС, =АВи СА, = СВ, a на сторонах АВ 
и ВС взяты точки A, и С, так, что AA,=AA, и СС, =СС.. 
Докажите, что четырехугольник A,A,C,C, вписанный. 

6.102. В окружность вписан выпуклый семиугольник. До- 
кажите, что если какие-то три его угла равны 120°, To 
какие-то две его стороны равны. 

6.103. На плоскости даны правильный п-угольник A... A, 
и точка Р. Докажите, что из отрезков А.Р, ..., A, P можно 

составить замкнутую линию. 
6.104. Четырехугольник ABCD вписан в окружность 5, 

и описан около окружности S,; К, L, М и М точки касания 

его сторон с окружностью S,. Докажите, что КМ LLN. 
6.105. Около окружности описан пятиугольник ABCDE, 

длины сторон которого — целые числа, причем AB=CD=1. 
Найдите длину отрезка BK, где К— точка касания стороны 
ВС с окружностью. | 

6.106. Докажите, что в правильном 2п-угольнике A,...A,, 
диагонали 4,4,.., Az,-,43 и 4,„А; пересекаются в одной 
точке. 
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6.107. Докажите, что в правильном двадцатичетырехуголь- 
нике A,...A4,, диагонали A,A,, А.А, и 4; 4А,, пересекаются 
в точке, лежащей на диаметре А.А... 

Решения 

6.1. Пусть О — центр вписанной окружности и точка пересечения 

диагоналей  четырехугольника ABCD. Тогда д ACB= 1 ACD 

и / ВАС= / САБ. Поэтому треугольники АВС и ADC равны, так 

как сторона АС у них общая. Следовательно, AB= DA. Аналогично 

АВ=ВС=Ср=рА. 

6.2. Ясно, что Ll АОВ= 1807 -— /. ВАО- ДАВО = 180" -(ДА+ 

+/B)/2 и £LCOD=180°—(LC+4+ ZD)/2. Следовательно, д АОВ+ 

+04 СОБ = 360° —-(ДА+АВ+4С+15)/2 = 180°. 

6.3. Рассмотрим две окружности, касающиеся сторон данного 

четырехугольника и их продолжений. Прямые, содержащие стороны 

четырехугольника, являются общими внутренними и внсшними 

касатсльными к этим окружностям. Прямая, соединяющая центры 

окружностей, содержит диагональ четырехугольника, и, кроме того, 

она является осью симметрии четырехугольника. Значит, вторая 

диагональ перпендикулярна этой прямой. 

6.4. Пусть О-— центр данной окружности, R—ee радиус, a— 

длина хорд, высекаемых окружностью на сторонах четырехугольника. 

Тогда расстояния от точки О до сторон четырехугольника равны 

/К?-а?/4, т. с. она равноудалена от сторон четырехугольника 

и является центром вписанной окружности. 

6.5. Для параллелограмма утверждение задачи очевидно, поэтому 

можно считать, что прямые АВ и CD пересекаются. Пусть О — центр 

вписанной окружности четырехугольника ABCD; М и М№— середины 

диагоналей АС и BD. Тогда 5.кв+ Эсль= 5 ламв+ Эсмь= Элов+ Эсор = 

= $ лвср/2. Остается воспользоваться результатом задачи 7.2. 

6.6. Пусть вписанная окружность касается сторон DA, АВи ВС 

в точках М, Н и М соответственно. Тогда ОН — высота треугольника 

АОВ и при симметрии относительно ‘прямых АО и ВО точка 

Н переходит в точки М и N соответственно. Поэтому согласно 

задаче 1.57 точки A, и В, лежат на прямой MN. Аналогично 

точки С, и D, лежат на прямой MN. 

6.7. Пусть г— расстояние от точки пересечения биссектрис углов 

А и D до основания AD, г’— расстояние от точки пересечения 

биссектрис углов В и С до основания ВС. Тогда AD=r(ctga+ctg В) 

uBC=r'(tga+tgB). Поэтому г=г’ тогда и только тогда, когда 

ВС /AD=(tga-+ tg B)/(ctga+ctg В) = ва - В. 

6.8. Пусть ДА=2а, / С=Е2Ви / ВМА= 72. Согласно задаче 6.7 

PK/RL=tgatgo и LS/MC=ctgotgpB. Так как PQ/RS=PK/RL 
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и RS/AC=LS/MC, то PQ/AC=(PK/RL)(LS/MC)=tga tgB. Следо- 

вательно, трапеция APQC описанная. 

6.9. Докажем сначала, что если четырехугольник ABCD описан- 

ный, то выполняются все условия. Пусть К, L, М и N— 

точки касания вписанной окружности со сторонами AB, BC, CD 

и DA. Тогда AB+CD=AK+ BK+CM+DM=AN+BL+CL+ 

+ DN=BC+AD, AP+CQ=AK+ PK+ QL—-CL=AN+PM+QN-CM= 

=AQ+CP и ВР+ВО=АР- АВ+ВС+ СО =(АР-+СО)+(ВС-АВ)= 

=AQ+CP+CD—-AD=DP+ РО. 

Докажем теперь, например, что ссли ВР-+ВО=рР-+РОО, то 

четырехугольник ABCD описанный. Рассмотрим для этого окруж- 

ность, касающуюся стороны ВС и лучей ВА и CD. Предположим, 

что прямая AD не касается 

этой окружности; сдвинем эту 

прямую так, чтобы она ко- 

снулась окружности (рис. 65). 

Пусть 5— такая точка прямой 

АО, что Q’S||DD'. Так как 

ВР + ВО = DP + ПО 

и BP+BQ'=D'P+D'Q’, то 

QS+SQ’'=QQ'. Получено про- 

тиворечие. В двух других слу- 

чаях доказательство проводится 

аналогично. 

6.10. Пусть лучи АВи ОС Рис. 65 

пересекаются в точке Р, лучи 

ВС и AD-—B точке О; данные прямые, проходящие через точки 

Ри О, пересекаются в точке О. Согласно задаче 6.9 BP+ BO=OP+0Q 

и OP+OQ=DP+DQ. Следовательно, ВР+ ВО =ОР-+ ОО, а значит, 

четырехугольник АВСР описанный. 

6.11. Пусть стороны AB, BC, CD, ОА четырехугольника ABCD 

касаются вписанной окружности в точках Е, F, С, Н соответственно. 

Покажем сначала, что прямые ЕН, ЕС и АС пересекаются 

в одной точке. Обозначим точки, в которых прямые FH и ЕС 

пересекают прямую АС, через М и М’ соответственно. Поскольку 

ДАНМ = ( ВЕМ как углы между касатсльными и хордой HF, то 

АМ`МН 5.ми_АН`МН 

ЕМ.МС 5,мс ЕС-ЕМ’” 

АМ АН АМ'’ AE АН АМ 
——=——. Аналогично = =—- =—_., 
МС ЕС M'C CG ЕС MC 

прямые FH, EG и АС пересекаются в одной точке. 

Аналогичные рассуждения показывают, что прямые FH, ЕС 

и BD пересекаются в одной точке, поэтому прямые AC, BD, ЕН 

и ЕС пересскаются в одной точке. 
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6.12. Отрезки CH, и DH, параллельны, так как они перпен- 

дикулярны прямой ВС. Кроме того, так как / ВСА= 1 ВВА=фФ, 

длины этих отрезков равны AB|ctgq@| (см. задачу 5.45,6). 

6.13. Пусть O,, O,, О; и О. центры вписанных окружностей 

треугольников BCD, ACD, ABD и АВС соответственно. Так как 

1 ADB= L АСВ, то L АО,В=90°-+(1. ADB/2)=90° +(L ACB/2)= 1 АО. В 
(см. задачу 5.3). Поэтому четырехугольник АВО.О. вписанный, т. е. 

Д O,0,B= 180°— 4 О. АВ=180°—(/ 4/2). Аналогично 1 О,О.В= 180° — 

—(/С/2). Так как £A+LC=180°", то ДО.О.В+ L0,0,B=270°, 
а значит, / O,0,0,=90°. Аналогично доказывается, что и остальные 

углы четырехугольника O,O,0.0, равны 90°. 

6.14. а) Пусть лучи АВ и DC пересекаются в точке P, а лучи 

ВС и АР — в точке О. Докажем, что точка М, в которой пересекаются 

описанные окружности треугольников СВР и CDQ, лежит на отрезке 

РО. В самом деле, -_CMP+ _CMQ=ZL4ABC+ LADC=180°. По- 

этому РМ+ОМ=РО, а так как PM-PQ=PD:PC=p*—R? 
и QM-PO=QD:QA=q’*-R’*, то РО?=РМ.РО+ОМ-РО=р?+ 
+ q?—2R?. 

Пусть М№М— точка пересечения описанных окружностей трсуголь- 

ников АСР и ABS. Докажем, что точка 5 лежит на отрезке PN. 

В самом деле, LANP= 1 АСР= 180°- / АСР = 180° — / ABD= 1 ANS. 

Поэтому PN—SN=PS, а так как РМ.Р5=РА.РВ=р?- В? 
и 5№.Р5=5А.5С=8В?-52, то Р5?=РМ.Р5—5М.Р5=р? +52 —28?. 
Аналогично OS?=q74+5*7—2R’. 

6) Согласно задаче а) PQ*—PS?=qg?—s*=OQ?—OS*. Следова- 
тельно, OPLOS (см. задачу 7.6). Аналогично доказывастся, что 

OQLPS и OSLPQ. 

6.15. Пусть вписанные окружности треугольников АВС и ACD 

касаются диагонали АС в точках М и М соответственно. Тогда 

АМ =(AC+ АВ- BC)/2 и AN=(AC+ AD—CD)/2 (см. задачу 3.2). Точки 
М и WN совпадают тогда и только тогда, когда AM=AN, т. се. 

AB+CD=8C+AD. Итак, если точки М и М совпадают, то 

честырехугольник ABCD описанный, и аналогичные рассуждения 

показывают, что точки касания вписанных окружностей треугольников 

ABD и BCD с диагональю BD совпадают. 

Пусть вписанная окружность треугольника АВС касается сто- 

рон AB, ВС и СА в точках P,Q и М, а вписанная ок- 

ружность треугольника ACD касастся сторон АС, CD и DA в точ- 

ках М, Ки 5. Так как AP=AM=AS и CQ=CM=CR, то треуголь- 

ники APS, BPQ, COR и DRS равнобедренные; пусть a, В уи д— 

углы при основаниях этих равнобедренных треугольников. Сум- 

ма углов этих треугольников равна 2(&+В+у+6)+ ЛД А+АВ+ 

+2C+LD, поэтому а+В-+у-+6=180°. Следовательно, £4 SPQ+ 

+1 SRO = 360° — («+В+у+5)= 180°, т. е. четырехугольник PQRS впи- 
санный. 
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6.16. Пусть О — точка пересечения диагоналей AC и BD; A,, B,, С, 

и р, — ее проекции на стороны AB, BC, CD и DA. Точки A, и D,. лежат 

на окружности с диаметром АО, поэтому LOA,D,= ДОАР,. Аналогич- 

HO / OA,B,= 4 OBB,. А так как 1 САР = 1 СВО, то LOA,D,=40A,B,. 

Аналогично доказывается, что В.О, СО и 2, О — биссектрисы углов 

четырсхугольника A,B,C,D,, т. с. О — центр его вписанной окружности. 

6.17. Воспользуемся обозначениями рис. 66. Условие вписанности 

четырехугольника A,B,C,D, эквивалентно тому, что (“+ В)+(у+5)= 
= 180”, а перпендикулярность 

диагоналей АС и ВО р— тому, 

что (x, +5,) + (В, +71) = 180°. 
Ясно также, что a=a,, В=В,, 

у=у, и 0=5.. 
6.18. По теореме косинусов 

AD*=AC*+CD*—2AC:CDx 

xcosACD и AC?=AB?+ 
+BC?—2AB:BCcosB. А Tak 
Kak длина проекции отрезка AC 

на прямую /, перпендикулярную 

CD, равна сумме длин проекций 

отрезков АВ и ВС на пря- 

мую [ то АСсоз АСР = ABcos@+ Рис. 66 

+ ВС cos С. 

6.19. Пусть ДАОБР=2а. Тогда расстояния от точки О до 

проекций середин диагоналей АС и BD на биссектрису угла AOD 

равны cosa(OA+OC)/2 и cosa(OB+OD)/2 соответственно. Так как 
ОА+ОС=АВ+ОВ+О0ОС=сСр+оОВ+ОС=оОВ-+ОЬБ, эти проекции сов- 

падают. 

6.20. Достроим треугольники ABM и DCM до параллелограммов 

ABMM, и РСММ.. Так как АМ,: ОМ, =ВМ: МС=АМ: БМ, To 

AANM,©ADNM,. Поэтому точка N лежит на отрезке ММ, 

и MM,:MM,=AB:CD=AN:ND=M,N:M,N, т.е. ММ — биссект- 

риса угла М,ММ.. 

6.21. Пусть а, b,c и 4— биссектрисы углов при вершинах A, В, С 

и Р. Нужно проверить, что / (а, b)+ 2 (с, а} =0°. Ясно, что / (а, b)= 
= (а, АВ) + 1 (АВ, b) и L(c, d)=L(c, СБ) + L(CD, 4). Так как четы- 
рехугольник ABCD выпуклый и /(а, АВ)= (AD, AB)/2, (АВ, b)= 
= £(AB, ВС)/2, L(c, CD)= 1 (СВ, СБ)/2, L(CD, 4) = L(CD, DA)/2, то 
[ (а, b)+ 2 (с, а)=(2(АБ, АВ)+ 2 (АВ, BC)+ 1 (СВ, CD)+ 2 (СБ, DA))/2= 
= 360°/2 =0° (см. «Основные сведения» гл. 2). 

6.22. Пусть для определенности AB>A,B,. При параллельном 

переносе на вектор СВ треугольник SD,C, переходит в 5'Р\С\, 

а отрезок СР переходит в BA. Так как QA,:QA= 

=A,B,:AB=S'D'‘,: S'A, To О5'|| А От. Следовательно, О$| АР. Ана- 

логично РК! AB. 
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6.23. Предположим, что прямые AD и BC не параллельны. 

‘Пусть М,, К, М№ — середины сторон AB, BC, CD соответственно. 

‘Если ММ] BC, то ВС] АБ, так как АМ=МС и BN=ND. Поэтому 

‘будем считать, что прямые MN и BC не параллельны, т.е. M, *М, 
— — — > — 

и N,#4N,. Ясно, что М.М =BC /2=NN, и M,M =NN, . Поэтому 

M,M,||N,N,. Следовательно, КМ | АВ | СБ || KN, т. е. M=N. Получено 

противоречие. 

6.24. Преобразованиесм полобия можно совместить одну пару 

соответственных сторон чстырехугольников, поэтому достаточно 

рассмотреть четырсхугольники ABCD и ABC,D,, у которых точки 

С, и D, лежат на лучах ВС, АБ и CD|C,D,. Обозначим точки 

пересечения диагоналей четырехугольников ABCD и АВС. Ш), черсз 

О и О, соответственно. 

Предположим, что точки С и D лежат ближе к точкам В и A, 

чем точки С, и D,. Докажем, что тогда 4 АОВ> 1 АО. В. В самом 

mene, £C,BA>LCAB и LD,BA>LDBA, поэтому / АО, В= 180°-— 

—1/ С АВ- 10, ВА <180°— / САВ- 1 ОВА = 1 АОВ. Получено проти- 

воречие, поэтому C,=C, D,=D. 

6.25. Любой четырехугольник с точностью до подобия опредсля- 

ется направлениями своих сторон и диагоналей, поэтому достаточно 

построить один пример четырех- 

угольника A,B,C,D, с требуемыми 

направлениями сторон и диагона- 

лей. Пусть О — точка пересечения 

диагоналей АС и BD. На луче 

ОА возьмем произвольную точку 

р; и проведем р, А, | BC, A,B, | СБ 
D и B,C,||DA_ (рис. 67). Tak как 

Рис 67 ОС, : OB, =OD: OA, ОВ, : ОА, = 

=OC:OD и ОА, : ОБ, =ОВ: ОС, 

то ОС, : ОР, =ОВ: OA, а значит, С.Р, | АВ. Из полученного рисунка 

ясно, что LA+LC,=180°. 
6.26. Пусть О — точка пересечения диагоналей четырехугольника 

ABCD. Без ограничения общности можно считать, что A= 14 AOB<90°. 

Опустим перпендикуляры AA,, BB,, CC,, DD, на диагонали четы- 

рехугольника ABCD. Так как OA,=OAcosa, ОВ, =ОВсоза, 

ОС =ОСсоза, OD,=ODcosa, то при симметрии относительно 

биссектрисы угла АОВ четырсхугольник ABCD переходит в чсеты- 

рехугольник, гомотетичный четырехугольнику A,B,C,D, (с коэф- 

фициентом 1/с0$9). 

6.27. Пусть диагонали чстырсхугольника ABCD перссекаются в точке 

О; H, и Н,—ортоцентры треугольников АОВ и COD; К, и K,— 

середины сторон ВС и AD; Р— середина диагонали АС. Точки 

пересечения медиан треугольников AOD и ВОС делят отрезки К.О 

и К,О в отношении 1:2, поэтому нужно доказать, что H,H,1K,K,,. 
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Так как OH,=AB\|ctgo| и OH,=CD\|ctgo|l, где p= LAOB (см. 

задачу 5.45,6), то ОН,:ОН,=РК,:РК,. Соответственные стороны 

углов H,OH, и K,PK, перпендикулярны; кроме того, вскторы OH, и 

OH, направлены к прямым АВ и CD при @<90° и от этих пря- 

мых при ф>90°. Поэтому / H,OH,=LK,PK, и АНОНАК,РК,. 

Следовательно, H,H,1K,K,. 

6.28. Пусть S=Sy,op, х=АО, y=DO, a=AB, b=BC, c=CD, 

d=DA; К — коэффициент подобия треугольников ВОС и AOD. Тогда 

5 1 1 d+xty kd+kx+t+ky 

( )- 5 к?5 Г Г 

° 

11 atx+ky c+kx+y 
2{—-+—)= 

( ы ) kS ы kS ry V4 

так как Sgoc=k?S и Saop=Scop=kS. Поскольку 

xty x+y _xthy kxty 

S  k?S №5 ks b 

остастся заметить, что a+c=b+d=kd+d. 

6.29. Лсгко проверить, что AB=r, (ctg(A/2)+ctg(B/2)) и CD= 
=r, (ctg (C/2)+ctg(D/2)). Поэтому AB/r,+CD/r,=ctg(A/2)+ctg (В/2) + 
+ ctg (C/2) + с (D/2)= BC/r, + AD/r,. 

6.30. Достроим треугольники ABD и DBC до параллелограммов 

ABDA, и DBCC,. Отрезки, соединяющие точку D с вершинами 

параллелограмма ACC,A,, делят его на четыре треугольника, равных 

треугольникам DAB, CDA, BCD и АВС, поэтому радиусы вписанных 

окружностей этих треугольников равны. Докажем, что точка D со- 

впадает с точкой О пересечения диагоналей параллелограмма. Если 

D#O, то можно считать, что точка D лежит внутри треугольника 

AOC. Тогда ranc<laoc="a,0c, <"a,pc,="asc (CM. задачу 10.86). По- 

лучено противоречие, поэтому D=O. 

Так как p=S/r, а площади и радиусы вписанных окружностей 

треугольников, на которые диагонали делят параллелограмм ACC,A,, 

равны, то равны и их периметры. Поэтому АСС, А, — ромб, 

а АВСР — прямоугольник. 

6.31. Точки С, и ВБ, лежат Ha серединном перпендикуляре 

к отрезку АВ, поэтому ABLC,D,. Аналогично C,D,1A,B,, а значит, 

AB\||A,B,. Аналогично доказывается, что параллельны и остальные 

соответственные стороны и диагонали четырехугольников ABCD 

и A,B,C,D,. Следовательно, эти четырехугольники подобны. 

Пусть М — середина отрезка AC. Тогда ВМ=| АМаёр| 

и D,M=|AMctgB|, причем B,D,=|ctgB+ctgD|-AC/2. Повернем 

четырехугольник А, В, С.Р, на 90°. Тогда, воспользовавшись резуль- 

татом задачи 6.25, получим, что этот четырехугольник выпуклый, 
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причем ctgd=—ctgC, и т. д. Поэтому A,C,=|ctgA+ctgC|:B,D,/2= 

=|(ctgA +ctgC)(ctgB+ctgD)/4|-AC. 
6.32. Пусть М и М№— середины сторон АВ и CD. Опустим из 

точки D перпендикуляр DP на прямую MN, а из точки М пер- 

пендикуляр МО на CD. Тогда Ор— точка касания прямой CD 

и окружности с диамстром АВ. Прямоугольные треугольники PDN 

и ОММ подобны, поэтому ВР=МБ: МО/ММ= МО: МА/ММ. Анало- 

гично расстояние от точки А до прямой ММ равно №: МА/ММ. 

Следовательно, АД| ММ. Аналогично ВС| MN. 

6.33. Достаточно проверить, что ортоцентры любых трех из 

данных четырех треугольников лежат на одной прямой. Пусть 

некоторая прямая пересекает прямые B,C,, СА, и A,B, в точках 

А, Ви С соответственно; A,, В, и С, — ортоцентры треугольников 

АВС, АВС и ABC,. Прямые AB, и A,B перпендикулярны прямой 

A,B,, поэтому они параллельны. Аналогично BC, || B,C и СА, || С.А. 

Точки А, Ви С лежат на одной прямой, поэтому точки A,, В, 

uC, тоже лежат на одной прямой (см. задачу 1.12,6). 

6.34. Возьмем на диагонали BD точку М так, что / MCD= 1 BCA. 

Torna AABCOOADMC, так как углы ВАС и BDC опираются на 

одну дугу. Поэтому АВ.СР=АС:МРЬ. Поскольку / МСБ = 1 BCA, 

то LBCM=LACD и АВСМ>А АСР, так как углы CBD и CAD 

опираются на одну дугу. Поэтому ВС: АВР=АС.ВМ. Следовательно, 

AB-CD+AD:-BC=AC:MD+AC:BM=AC : BD. 

6.35. Пусть 5 — площадь четырехугольника ABCD, R— радиус 

сего описанной окружности. Тогда 5=$.вс+5. с =АС(АВ- BC+ 

+AD-DC)/4R (см. задачу 12.1). Аналогично S=BD(AB-AD+ 
+ ВС: СР)/4К. Приравнивая эти выражения для 5, получаем требусмое. 

6.36. Пусть правильный ссмиугольник A,...4, вписан в окруж- 

ность. Применяя Teopemy Птолемся к четырехугольнику А, А. А.А., 

получаем АА, А.А.+А.А. АА, =А А. А.А;, т.е. sin2asina+ 

+ sing sin За = sin 3a $1 24. 

6.37. Пусть A,, В, и С, — середины сторон BC, СА и AB. По 

Teopeme Птолемея AC,:OB,+AB,:OC,=AO'B,C,, где О— центр 

описанной окружности. Поэтому cd,+bd.=aR. Аналогично ad.+ 

+cd,=bR и ad,t+bd,=cR. Кроме того, ad,+bd,+cd,=2S=(a+b+c)r. 
Складывая BCC эти равенства и сокращая на a+b+c, получаем 

требуемое. 

6.38. По тсорсме Птолемея АВ: СО+АС: ВБ=Ар: ВС. Учитывая, 

что СР=ВО> ВС/2, получаем требусмое. 

6.39. Применяя теорему Птолемся к четырехугольнику АВСР 

и сокращая на длину стороны квадрата, получасм требуемое. 

6.40. Применяя теорему Птолемея к четырехугольнику АРОК, 

получаем АР: КО+АК`ОР=АО-РК. Так как 4 АСВ = 14 КАО= 1 КРО 

и £ROP=180°—L4PAR=LABC, то ARQPOAABC, а значит, 

КО: ОР: РК=АВ: ВС: СА. Остается замстить, что ВС = АР. 
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6.41. a) Запишем теорему Птолемея для всех четырехугольников 

с вершинами в точке А и трех последовательных вершинах данного 

многоугольника; затем сгруппируем в полученных равенствах со- 

множители, в которые входят 4 C четными номерами, в правую 

часть. Сложив эти равенства, получим (2а-+5)(4, +...+4,„.,)= 
=(2a+ 5) (а, +...+а,,), где а— сторона данного многоугольника, b— 

его наименьшая диагональ. 

6) Пусть К— радиус окружности 5. Тогда /;=d,./(R+r)/R (см. 
задачу 3.20). Остается воспользоваться результатом задачи а). 

6.42. Пусть оба касания внешние и х<у. Прямая, проходящая 

через центр О окружности радиуса х параллельно отрезку, соеди- 

няющему точки касания, пересекает окружность радиуса у-х 

(с центром в центре окружности ради- 

уса у) в точках А и В (рис. 68). 

Torna OA=a(R+x)/R и OB=OA+ 
+a(y—x)/R=a(R+y)/R. Квадрат ис- 

комой длины общей внешней каса- 

тельной равен 

OA-OB=(a/R)* (R+x)(R+y). 

Аналогичные рассуждения показы- 

вают, что ссли оба касания внутрен- 

ние, то квадрат длины внешней ка- 

сательной равен (а/В)?(К-—х)(В-—у), 
а если окружность радиуса х касается 

внешне, а окружность радиуса у— внутренне, то квадрат длины 

внутренней касательной равен (а/К)? (В —у) (К+х). 
Замсчанис. В случае внутреннего касания окружностей пред- 

полагается, что К>х и R>y. 

6.43. Пусть В — радиус описанной окружности четырехугольника 

ABCD; г, г, г. и г радиусы окружностей a, В, у и 6. Пусть 
а c 

далее a= ./R+r,, причем знак плюс берется в случае внешнего 

касания, а знак минус — в случае внутреннего; числа 6, си d определя- 

ются аналогично. Тогда {в = ab AB/R (см. задачу 6.42) и т.д. 

Поэтому, домножая равенство AB:CD+BC:-DA=AC:BD на abcd/R, 

получаем требуемое. 

6.44. Так как / EBD=/ ABE+ LCBD, то на стороне ED можно 

взять точку Р так, что / ЕВР= / АВЕ= 1 АЕВ, т.е. ВР|АЕ. Тогда 
/ PBD= / ЕВО- / ЕВР= / СВО = { ВЬС, т.е. ВР| СО. Следователь- 

но, AE||CD, а так как АЕ= СР, то CDEA — параллелограмм. Поэтому 

AC=ED, т.е. треугольник ABC равносторонний и / АВС= 60°. 

6.45. а) Пусть О-— центр описанной окружности треугольника 

СКЕ. Достаточно проверить, что 4 СОК=21 КСВ. Оба эти угла 

легко вычисляются: СОК = 180°—2/ ОКС = 180° — ДЕКС = 180°— 

—1 EDC=72° и 1 КСВ=(180° — д АВС)/2 =36°. 

— = = 

Рис. 68 
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6) Так как ВС — касательная к описанной окружности треуголь- 

ника CKE, то ВЕ: ВК=ВС*, т.е. d(d—a)=a’. 
6.46. Пусть перпендикуляры, восставленные к прямой АВ в точках 

А и В, пересекают стороны DE и CD в точках Р и О. Любая 

точка отрезка СО является вершиной прямоугольника, вписанного 

в пятиугольник ABCDE (стороны этого прямоугольника параллельны 

АВи АР), причем при перемещении этой точки от О к С отношение 

длин сторон прямоугольников изменяется от АР/АВ до 0. Так как 

угол AEP тупой, то АР>АЕ= АВ. Поэтому для некоторой точки 

отрезка ОС отношение длин сторон прямоугольника равно I. 

6.47. Пусть точки А, ..., Е, симметричны точкам А, ..., Е от- 

носительно центра окружности 5; P,Q и К— точки перссечения 

прямых BC, и AB, AE, и BA,, BA, и СВ, (рис. 69). Тогда 

PQ=AB=a и QR=b. Так как PQ|AB и LABA,=90°, то 

PR?=PQ?+QR?=a’?+b?. Прямая PR проходит через центр окру- 
жности 5и / АВ, С=4. 18° =72°, поэтому РЕ — сторона правильного 

пятиугольника, описанного около окружности с центром B,, радиус 

B,O которой равен радиусу окружности 5. 

ls 

Puc. 70 

6.48. Проведем через точки А, С и Е прямые /,, [, и Js, 

параллельные прямым BC, DE и ЕА соответственно. Обозначим 

точки пересечения прямых /, и [., 1, wu [., 1, и 1, через P,Q, В 

соответственно (рис. 70). Тогда 

АСЕ — ($ АВСрЕР — Spor)/2 + Spor = ($ ascver + Spor)/2 >  АВСРЕР/ 2. 

Аналогично 5зрр=($двсрЕе + 5в'0.в.)/2. Ясно, что 

РО =| АВ-РЕ|, QR=|CD-AF\, РК=| ЕЕ- ВС |, 

ноэтому треугольники РОВ и Р’О’К’ равны. Следовательно, 

Sace= Spor: 
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6.49. Построим треугольник РОК, как и в предыдущей задаче. 

Этот треугольник правильный, и 

PQ=|AB-—DE|, QR=|CD-AF|, КР=|ЕЕ- ВС|. 

Поэтому |АВ-РЕ|=|СР-АЁЕ|=| ЕР- ВС]. 

6.50. Сумма углов при вершинах A, Си Е равна 360°, поэтому 

из равнобсдренных треугольников АВЕ, CBD и EDF можно сложить 

треугольник, приложив AB к CB, а ЕВ и EF x CD и AF. Стороны 

полученного трсугольника равны сторонам треугольника BDF. Сле- 

довательно, при симметрии относительно прямых FB, BD и DF 

точки А, С и Е переходят в центр О описанной окружности 

треугольника BDF, а значит, АВ|ОЕ]БЕ. 

6.51. Предположим, что диагонали шсстиугольника образуют 

треугольник РОК. Обозначим вершины шестиугольника следующим 

образом: вершина A лежит на луче OP, В— на RP, С—на КО 

и т. д. Так как прямые AD и ВЕ делят площадь шестиугольника 

пополам, то бдрер+ 5рЕр = Эррсв + Sapp И Saper + Sasp=Spoce + Spep- 
Поэтому Sygp=Sprep, Т. ©. 

AP: BP=EP-DP=(ER+RP)(DQ+ QP)>ER- DQ. 

Аналогично CQ:DQ>AP:FR и FR: ER>BP-CQ. Перемножая эти 

нсравенства, получаем 

АР:ВР.СО-РО-ЕК-ЕВ> ЕВ РО-АР: ЕВ: ВР: СО, 

чего не может быть. Поэтому диагонали шестиугольника пересека- 

ются в одной точке. 

6.52. Обозначим середины сторон выпуклого шестиугольника 

ABCDEF Tak, как показано на рис. 71. Пусть О — точка пересечения 

отрезков КМ и LN. Площади 

треугольников, на которые делят 

шестиугольник отрезки, соединя- 

ющие точку О с вершинами и се- 

рединами сторон, обозначим так, 

как показано на том же рисунке. 

Легко проверить, что $комк= 5гомс, 

т. е. at+f=c+d. Следовательно, ло- 

маная РОО делит шестиугольник 

на две части равной площади, 

а значит, отрезок РО проходит 

через точку О. 

6.53. а) Пусть О — центр опи- 

санн0ой окружности. Так как Рис 71 

1 A,OA, 42 = 360—201 А.А, Ан > 
=Фф — постоянная величина, то при повороте с центром О на угол 

ф точка A, переходит в A,,,. Для нечетного п из этого следует, 

что все стороны многоугольника A,...A, равны. 
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6) Пусть а— длина стороны данного многоугольника. Если одна 

из его сторон делится точкой касания с вписанной окружностью 

на отрезки длиной х и а-х, то соседние с ней стороны тоже 

делятся на отрезки длиной xX и а-х (смежные отрезки соседних 

сторон равны) и т. д. Для нечетного п из этого следует, что все 

стороны многоугольника A,...A, делятся точками касания с вписанной 

окружностью пополам, а значит, все его углы равны. 

6.54. Стороны многоугольника A,...A, параллельны сторонам 

правильного п-угольника. Отложим на лучах ОД|, ..., ОА, равные 

отрезки OB,, ..., OB,. Тогда многоугольник B,...B, правильный и сто- 

роны многоугольника A,...A, образуют равные углы с его сторонами. 

Следовательно, ОА, : ОА, =ОА,:ОД,=...=ОА,: ОА, =К, т.е. ОА, = 

=kOA,=k?0A,=...=k"OA,, а значит, k=1. 
6.55. Обозначим вершины пяти- 

угольника так, как показано на 

рис. 72. Если в треугольнике две 

высоты равны, то равны и стороны, 

на которые опущены эти высоты. 

Рассматривая треугольники EAB, 

АВС и BCD, получаем EA=AB, 

AB=BC и BC=CD. Поэтому тра- 

пеции ЕАВС и ABCD равнобедрен- 

ные, т.е. (/A=/ В= С. Рассмат- 

ривая треугольники ABD и ВСЕ, 

получаем AD=BD и BE=CE. Так 

как треугольники EAB, ABC, BCD 

В [№ 

N 

| 
р 

| 
| 

мМе--———— ———— WK 
O 

L 

A D Ay Ai 

Puc. 73 Puc. 74 

равны, TO BE=AC=BD. Поэтому AD=BE и BD=CE, т.е. трапеции 

ABDE и CDEB равнобедренные. Следовательно, Ер = АВ=ВС=СР=АЕ 

и LE=LA=LB=LC=LD, т.е. АВСРЕ— правильный naATH- 

YT OJIbHHK. 
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6.56. Треугольники ВАМ и BCN равнобедренные с углом 15° 

при основании (см. задачу 2.26), поэтому треугольник ВММ правиль- 

ный. Пусть О — центр квадрата, Р и О — середины отрезков ММ 

и ВК (рис. 73). Так как ОО — средняя линия треугольника МВК, 

TO OQ=BM/2=MP=OP и LQON=LMBA=15°, а значит, 

Ll РОО = 1 РОМ- 4 ООМ-= 30°. Дальнейшее доказательство проводит- 

ся аналогично. 

6.57. Рассмотрим правильный двенадцатиугольник A,...A;2, ВПИ- 

санный в окружность радиуса КВ. Ясно, что АА. =2В, 

АА. =А А, =Е. Поэтому А, А.=А А, +А А, ,. 

6.58. Для k=3 решение задачи ясно из рис. 74. В самом деле, 

A,A,=OQ, KL=QP и MN=PA,,, поэтому A,4,+KL+MN= 

=0Q0+ QP+PA,,=0A,,=R. Доказательство проводится аналогично 

и для любого (К. 

6.59. Для доказательства достаточно применить результат задач 

5.78 и 5.70, 6) к треугольнику A,A,A, и прямым A,A,, A.A, и А. А,. 

При решении задачи 6) нужно еще заметить, что 

sin 20° sin 70° = sin 20° cos 20° = (sin 40°)/2 = sin 30° sin 40°, а при решении 

задачи в) нужно заметить, что sin 10° sin 80° =sin 30° sin 20°. 

6.60. Kak и в предыдущей задаче, нужно проверить равенство 

sin 2a sin 29 sin 8a=sinasin3asin1l4a, где а= 1807/30 = 6°. Ясно, что 

sin 14% =с0$ 9, поэтому 2sinasin За эт 14a=sin 2“ зп 3a. Остается про- 

верить, что sin3a=2sin 2а т 8“ = с0$ 6a—cos 10a=1—2sin* За — 1/2, 

т.е. 4917 18° +2 5т 18°=1 (см. задачу 5.46). 
6.61. Пусть сначала п=2т. Диагонали и стороны правильного 

2т-угольника имеют т различных длин. Поэтому отмеченные точки 

лежат на m—1 концентрических окружностях (по п точек на каждой) 

или в общем центре этих окружностей. Поскольку различные 

окружности имеют не более двух общих точек, окружность, не 

принадлежащая этому семейству концентрических окружностей, содер- 

жит не более 14+2(m—1)=2m—1=n—1 отмеченных точек. 

Пусть теперь п=2т+1. Диагонали и стороны правильного 

(2m+ 1)-угольника имеют т различных длин. Поэтому отмеченные 

точки лежат на т концентрических окружностях (по п точек на 

каждой). Окружность, не принадлежащая этому семейству концен- 

трических окружностей, содержит не более 2т=пр-—1 отмеченных 

точек. 

В обоих случаях наибольшее число отмеченных точек, лежащих 

на одной окружности, равно п. 

6.62. Обозначим центр многоугольника через О, всршины — через 

A,,..., A,. Предположим, что среди одноцветных многоугольников 

нет равных, т.е. они имеют т=т <т,<т,<..<т, сторон COOT- 

ветственно. Рассмотрим преобразование f/f, определенное на множестве 

вершин п-угольника и переводящес вершину A, в вершину 

Ат: S(Ay)=Anx (считаем, что А+ „=А,). При этом преобразовании 
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вершины правильного 2-угольника переходят в одну точку В, 
—_———> 

поэтому сумма векторов Of(A;), где A;— вершины т-угольника, 
— + 

равна mOB 0. 

Поскольку £A,,;OA,;=mLA,OA,, вершины любого правильного 

многоугольника с числом сторон больше т переходят при рас- 

сматриваемом преобразовании в вершины правильного многоуголь- 
—_ 

ника. Поэтому и сумма векторов O/f(A;) по всем вершинам 

п-угольника и аналогичные суммы по вершинам т>-, M35-,..., т; - 

угольников равны нулю. Получено противоречие с тем, что сумма 

векторов Of(A;) по вершинам т-угольника не равна нулю. Поэтому 

среди одноцветных многоугольников найдутся два равных. 

6.63. Пусть правильный (п-1)-угольник B,...B,-, вписан в 

правильный п-угольник =A... A,. Можно — считать, что A, 

и В, —наименее удаленные друг от друга вершины этих много- 

угольников и точки В,, В., В. и В; лежат на сторонах 

А.А, A Ag, А. Аз и А; Ав. Пусть а; = 

=1А,.. В, В+, и В=0 В.В... А+, где 1=1 2, 3, 4. По тео- 

реме синусов A,8,:B8,B,=sina,:sing и B,A,:B,B,=sinfB,:sing, 

где ф— угол при вершине правильного п-угольника. Следова- 

тельно, па, +зт В, =а, т ф/а,-1, где а и @, -1 — CTOPOHbI 
n 

данных — многоугольников. Аналогичные — рассуждения — пока- 

зывают, что sina, +sinB, =sina,+sin В, =sina,;+sin Вл. Заме- 

тим тсперь, что sing, + sin В; +1 =2 sin ((a; + В; + 1 )/2) cos (a; — 

—В;.,)/2), и займемся вычислением o,+8;., и o,—Bj+,. Так 

как и; +В; = 2/п и +1 +B;=2n/(n—1), то +1 =; + 

20 
+2n/(n(n—1)) и By41=8;-2n/(n(n—-1)), а значит, o,4+8)4,;=—— 

n 

21 
— nna) — величина постоянная и а. -—В;+.1=а;-,—В,;+4л/(и (n— 1)). 
n(n— 

Следовательно, cos0=cos(0+2n/n(n—1))=cos(8+4n/(n—1)n) ana 

6=(a, —B,)/2. Получено противоречие, так как Ha интервале, меньшем 

2п, косинус не может принимать одно значение в трех различных 

точках. 

Замечание. В правильный пятиугольник квадрат вписать можно 

(см. задачу 6.46). 
— — 

6.64. Пусть а=ОД, +...+ОА,. При повороте вокруг точки О на 

угол 360°/n точка А; переходит в Aj;41, а значит, вектор а переходит 

в себя, т.е. а=0. 

—> — — — —> 

Tak Kak ХА, = ХО +ОА, и ОА, +...+ОА,=0, то 
— — —> 

XA, +...+ХА,=пХО. 
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6.65. Проведем через центр правильного многоугольника A,...A, 

прямую [ не проходящую через его вершины. Пусть x; равно 
— 

проскции всктора OA; на прямую, перпендикулярную прямой [. 

Тогда все x; отличны от нуля и сумма чисел X;, стоящих в вершинах 

правильного Х-угольника, равна нулю, поскольку равна нулю соот- 
— 

встствующая сумма вскторов OA, (см. задачу 6.64). 

— —_ 

6.66. Согласно задаче 6.64 a=10AO и b=10B0O, где О — цеитр 

многоугольника X,...X;9. Ясно, что ссли точка А расположена очень 

близко к вершине многоугольника, а точка В-— очень близко 

к середине стороны, то АО> ВО. 

6.67. Tak как 

A,X? =|A.0+ ОХ|2= А.02+0Х?+2(4.0, ОХ)= В*+42+2(А.0, OX), 

то У A,X? = (2+4?) +24 4,0, OX )=n(R? +d?) (см. задачу 6.64). 

6.68. Обозначим через 5, сумму квадратов расстояний от вер- 

шины A, до всех остальных вершив. Тогда 

5$, =А, АРА, А+... А, А? = 

= A,0?+2(A,O, OA,)+ 4,0? +...+4,074+2(A,0, OA,)+A,02= 

=2nR?’, 
№ п 

так как > ОА.=б. Поэтому У S,=2n*R?. Поскольку квадрат 
i=1 k=1 

каждой из сторон и диагоналей дважды входит в эту сумму, 

искомая сумма равна п? R?. 
6.69. Пусть Х, — образ точки Х при повороте относительно центра 

О данного п-угольника, переводящем A, в А,. При этом повороте отрезок 

A,X переходит в А, X,. Следовательно, А, X+ „.+А,Х=А,Х,+...+А,Х,. 
—> — — 

А так как п-угольник X,...X, правильный, TO A,X,+...+4,X,=nA,O 

—> 

(см. задачу 6.64), а значит, A,X,+...+A,X,2nA,O. 

6.70. Пусть В,—- проекция точки Х на прямую OA;. Тогда 
"> > — —»› > 

(e;, х) =(OA;, OB; + B;X)=(OA;, ОВ) =-К`ОВ,. Точки Ву, ..., В, лежат 

на окружности с диамстром ОХ и являются всршинами правильного 

п-угольника при л HCYCTHOM и вершинами п/2-угольника, взятыми 

по два раза, при п честном (см. задачу 2.9). Поэтому } ОВ? =nOX?/2 
(см. задачу 6.67). 
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6.71. Пусть е,,.. e@,—BeKTOPbI, идущие из центра данного 

п-угольника в его вершины; х —сдиничный вектор, перпендикулярный 

прямой /. Искомая сумма равна ) (e;, х)?=пВ?/2 (см. задачу 6.70). 

6.72. Пусть е,,.. е„-—- единичные векторы, направленные из 

—> 

центра О правильпого п-угольника в середины его сторон; x= ОХ. 

Тогда расстояние от точки Х до Г-й стороны равно |(х, е;)—!|. 

Поэтому искомая сумма равна ) ((х, e,)?—2r(x, e,)+r7)= 
=) (x, e;)?+nr?. Согласно задаче 6.70 ) (x, e,)? =nd?/2. 

6.73. Пусть х-— единичный вектор, параллельный прямой /, 
— 

e;=A;A;4,;. Тогда квадрат длины проекции стороны 4,;4;., Ha 

прямую [ равеи (x, е;)?. Согласно задаче 6.70 ) (x, е;)? =па?]2. 

6.74. Пусть а= XO, e,=OA,. Тогда ХА#=|а+е;|* = (а|? +2 (а, e;)+ 

+ e;|*)*=4(R?+(a, е;))*=4(В*“+28?(а, е)-+(а, е;)*). Ясно, что 
> (а, е;) = (а, )e;)=0. Согласно задаче 6.70 ) (a, e;)?=nR*/2, поэтому 
искомая сумма равна 4(nR*+nR*/2)=6nR*. 

6.75. a) Докажем сначала требуемое соотношение для и=е,. 

Пусть е=(ятф,, cos@;), причем cosg,=1. Тогда ) (e, e)e= 

=) cos 9;e,=) (sing,;cos@;, cos? g,)=) ((sin29,)/2, (1 +cos 29;)/2)= 
=(0, n/2)=ne,/2. Для u=e, доказательство проводится аналогично. 

Остается заметить, что любой вектор и можно представить 

в виде и=Ае, + це.. 

6) Пусть B,,..., В, середины сторон данного многоугольника, 
— — — — —>_—s_g 

e;=OB,/OB;, и= ХО. Тогда ХА, = ОВ; + (и, e)e;. А так как У OB, =0, 

то ). хА,=У (м, e;)e;=nu/2 =n ХО /2. 

6.76. Пусть е%,.., е._, векторы сторон правильного п-уголь- 

ника. Достаточно доказать, что, переупорядочив эти векторы, можно 
п 

получить такой набор векторов {a,,..., а,}, что > Ка, =0. Число 
k=1 

п, не являющееся степенью простого числа, можно представить 

в виде n=pq, где р и а— взаимно простые числа. Докажем теперь, 

что набор {ед, Eps ..., ба- пр; @4» Cgt pr o> ба+а- Пр» +93 @р- 04» @ф- па+р» 

...  @ф-04+а-02}  Искомый. Заметим сначала, что если 

х.а+у.р=х, 9+ у» р (mod pq), то x,=x,(modp) и у, =у, (то@ 4), по- 
этому в рассматриваемом наборе каждый из векторов вех, ... 

.. @,-1 встречается ровно один раз. 

Концы векторов @,, @д+ р» +> @+а-пр © Общим началом образуют 
правильный 4-угольник, поэтому их сумма равна нулю. Кроме того, 

векторы еб, @,,.... @ч-пр Переходят В €,, @+р,.... Cgt(p-iyqg ПРИ 

повороте на угол @=2n/p. Поэтому если е+2е,+... + 4еа-пр=В, 
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TO (q+ le, +(gt2)eg+ pt. + 2464 4 q— 1p = (Eq +... + lg + (q—1)p) Не + 

+2е+р+... + 9е+а-пр= Е%В, где R°b— вектор, полученный из вектора 

5 поворотом на угол ф=2л/р. Аналогичные рассуждения показывают, 
п 

что для рассматриваемого набора векторов )’ ka,=b+R°b+...+ 
k=1 

+ ВФ] 1 р—0. 

6.77. Предположим, что на сторонах треугольника АВС внешним 

образом построены квадраты АВВ, А,, ВСС. В,, АСС. А, и вершины 

A,, B,, В, Cy, C3, Az лежат на одной окружности 5. Серединные 

перпендикуляры к отрезкам А, В,, B,C,, А.С, проходят через центр 

окружности 5. Ясно, что серединные перпендикуляры к отрезкам 

A,B,, B,C,, А.С, совпадают с серединными перпендикулярами 

к сторонам треугольника АВС, поэтому центр окружности 5 совпадает 

с центром описанной окружности треугольника. 

Обозначим центр описанной окружности треугольника АВС через 

О. Расстояние от точки О до прямой B,C, равпо RcosA+2Rsin A, 

rye К— радиус описанной окружности треугольника АВС. Поэтому 

ОВ? =(Взт A)*+(RcosA+2Rsin А)? = 8? (3+2 (sin 2A —cos2A)) = 

= К? (3—2. /2 cos (45°+2A)). Ясно, что для того, чтобы треуголь- 

ник обладал требуемым свойством, необходимо и достаточно, что- 

бы OB2 = OC4=OA?, т.е. с0$(45°+21 A)=cos (45°+21 B)=cos (45° + 
+2/C). Это равенство выполняется при / А=дВ= 1 С= 60°. Если 

же / АР ZB, то (45°+224A)+(45° +22 В)=360°, т.е. ДА+АВ=135°. 

Тогда LC=45° и LA=LC=45°, 1 В=90° (или / В=45°, / А=90°). 

Мы видим, что треугольник должен быть либо равносторонним, 

либо равнобедренным прямоугольным. 

6.78. В любом треугольнике выполнено соотношение h,=ab/2R 

(задача 12.33), поэтому p,=MA,:MA,4,/2R. Следовательно, 

Р:Рз..-Р2,-1 = MA, MA2... MA, /(2R)" =P2 Py ---Prn- 

6.79. Пусть АВС — треугольник, вписанный в окружность 5. 

Обозначим расстояния от центра О окружности до сторон ВС, СА 

и АВ через а, b и с соответственно. Тогда R+r=a+b+c, если точка 

О лежит внутри треугольника АВС, и R+r=—a+b+4+c, если точки 

О и А лежат по разные стороны от прямой ВС (см. задачу 12.38). 

Каждая из диагоналей разбиения принадлежит двум треуголь-- 

никам разбиения. Для одного из этих треугольников точка О и оста- 

вшаяся вершина лежат по одну сторону от диагонали, для другого — 

по разные стороны. Разбиение п-угольника непересекающимися 

диагоналями на треугольники состоит из п-2 треугольников. По- 

этому сумма (п- 2) Е +, +...+7„-2 равна сумме расстояний от точки 

О до сторон п-угольника (расстояния до сторон берутся с соответ- 

ствующими знаками). Из этого видно, что сумма г, +... +г,-› не 

зависит от. разбиения. 
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6.80. Пусть многоугольник A,...A, вписан в окружность. Pac- 

смотрим точку A>, симметричную точке A, относительно серединного 

перпендикуляра к отрезку A,A,. Тогда многоугольник А, А>А.... А 

вписанный и его площадь равна площади многоугольника A,...A,. 

Таким образом можно поменять местами любые две соссдние 

стороны, а значит, можно поменять местами любые две стороны. 

Поэтому к любой стороне можно «подогнать» любую другую 

сторону, к ней — любую из оставшихся и т. д. Следовательно, 

площадь. я-угольника, вписанного в данную окружность, зависит 

только от набора длин сторон, но не от их порядка. 

6.81. Без ограничения общности можно считать, что а, — наиболь- 

п 

шес из чисел а,,.., а,. Пусть п-угольник A,...A, вписаи в окружность 

с центром О. Тогда A;Aj+,;:A,A,=Sin(LA;OA4;,4 , |2): чт (ДА, ОА, 2). 

Поэтому  поступим следующим — образом. Из — соотношения 

sin (ф;/2) : яп (ф/2)=а;:а, угол ф; однозначно выражастся через ф, ссли 

ф,<п. На окружности радиуса 1 фиксирусм точку A, и рассмотрим 

такие переменные точки Ау, ..., А,-1, А,, что ~A,A, =, ~A, A, =Ф,, ... 

very м А-2А-1=Ф,-2 И ~Ag-14,=Qn-1, Причем расположим эти 

точки двумя различными способами, изображенными на рис. 75 (пер- 

вый способ (рис. 75, а) будет соответствовать п-угольнику, содержащс- 

му центр окружности, а второй (рис. 75, 6) — He содержащему). Остается 

9 

Рис. 75 

доказать, что при изменении ф от 0 до п в одном из этих случаев 

точка A, совпадает с A, (в самом деле, тогда с точностью до 

подобия получается искомый п-угольник). Предположим, что в первом 

случае при О<ф<л точки A, и A, никогда не совпадают, т.е. при 

(= выполняется неравенство @,+...+@,-1<7. Рис. 75,6 требует 

некоторых комментариев: при малых углах sina +a, поэтому из условия 

задачи следует, что при малых углах точка A, действительно лежит 

Ha дуге А,А,, так как ф,+...+ф,-,>Ф. Итак, при малых углах 

Ф,+...+Ф,-:>ф, а если Фф=л, то согласно предположению 
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ф,-+...+Ф,-,<п=ф. Поэтому в некоторый момент P=Q,+...+Qy-1, 

т.е. точки А, и А, совпадают. 

6.82. Пусть Й,,..., h,— расстояния от данной точки до соответ- 

ствующих сторон, @,,..., аа— расстояния от вершин многоугольника 

до точек касания. Тогда произведение площадей как красных, так 

и синих треугольников равно Q,...a,h,...h,/2". 

6.83. Пусть ОН; — высота треугольника ОЛ,А;.,. Тогда 

LH,;-,OA;= 1. H,OA,=9;. Из условия задачи следует, что 

Pit P2=Pn+1 + Фи+ 2, — Фи+2 РФи+з=Ф,+Фз, ФУ ЕФ.ЕФ,+3+Фи+а, -. 
... Фи-2+Ф,-1=Ф2„-2+Ф2„-1 (При записи последнего равенства мы 

учли, что н нечетно) и ,- 1; +29,+ 054+ 1=P2n-1+202,+9,. Складывая 

все эти равенства, получаем @,-1+9,=—Q2n-1+Q2,, что и требова- 

JIOCb. 

6.84. Пусть О — центр данной окружности. Тогда ХА. = XO +ОА, 
— — > — 

а значит, ХА?=ХО?*+ОА?+2(ХО, OA,)=d*+r?2+2(XO, OA;). Так 
— —>_—s= 

как @a,OA,+..+a,0A,=0 (cm. задачу 13.4), то аХА?+...+ 
+а,ХА? = (а, +...+а,) (42+!?). 

6.85. Согласно задаче 5.8 6;-,b,/a?=sin?(A,/2). Для решения 
задачи а) достаточно перемножить всс такие равенства, а для 
решения задачи 6) произведенис равенств с четным индексом i нужно 
поделить Ha произведение равенств с нечетным индексом i. 

6.86. Пусть ВС — синяя сторона, АВ и СР — соседние с ВС 

стороны. По условию стороны АВ и СР красные. Предположим, 

что многоугольник описанный; Р, О, К — точки касания сторон AB, 

BC, CD с вписанной окружностью. Ясно, что ВР=ВО, CR=CQ 

и отрезки BP, CR граничат только с одним синим отрезком. 

Поэтому сумма длин красных сторон не меныше суммы длин синих 

сторон. Получено противоречие с тем, что сумма длин красных 

сторон меньше половины перимстра. Поэтому в многоугольник 

нсльзя вписать окружность. 

6.87. Пусть выпуклый п-угольник имеет К острых углов. Тогда 

сумма его углов меньше k-90°+(n—k)-180°. С другой стороны, 

сумма углов п-угольника равна (п—2): 180°. Поэтому 

(n—2):180°<k-90°+(n—k)- 180°, т. е. К<4. Поскольку К — целое чис- 

ло, k<3. 

Для любого п>3 сущсствуст выпуклый п-угольник с тремя 

острыми углами (рис. 76). 

6.88. Предположим, что несмежные стороны АВ и СР равны 

по длине наибольшей диагонали. Тогда AB+CD2AC+BD. Но 

согласно задаче 9.14 АВ+СР< АС+ ВО. Получено противоречие, 

поэтому стороны, равные по длине наибольшей диагонали, должны 

быть смежными, т.е. таких сторон He больше двух. 
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Puc. 76 Puc. 77 

Пример многоугольника с двумя сторонами, равными по длинс 

наибольшей диагонали, приведен на рис. 77. Ясно, что такой 

п-угольник существует при любом n>3. 

В 6.89. Докажем, что п<5. Пусть AB=1, 

а С — вершина, не соседняя ни с A, ни с В. 

FD=! Тогда |AC—BC|<AB=1. Поэтому АС= ВС, 

AD=FC=2 Т. & точка С лежит на серединном перпен- 

дикуляре к стороне АВ. Таким образом, кроме 

вершин A, В, С многоугольник может иметь 

сще лишь две вершины. 

BD
 

CQ
 

60 

Puc. 78 Puc. 79 

Пример пятиугольника, обладающего требуемым свойством, 

приведен на рис. 78. Поясним, как он устроен. ACDE — прямоуголь- 

ник AC=ED=1 и LCAD=60°. Точка В задается условием 

ВЕ= Вр =3. 

Примером четырехугольника, обладающего требуемым свой- 

ством, является прямоугольник ACDE на том же рисунке. 

6.90. Пример пятиугольника, удовлетворяющего условию задачи, 

приведен на рис. 79. Поясним, как он устроен. Возьмем равнобед- 

ренный прямоугольный треугольник EAB, проведем серединные 
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перпендикуляры к сторонам EA, AB и на них построим точки 

С и D так, что ED=BC=AB (т.е. прямые ВС и ED образуют 

с соответствующими серединными перпендикулярами углы в 30°). 

Ясно, что DE=BC=AB=EA<EB<DC и DB=DA=CA=CE>EB. 

Докажем теперь, что пятая сторона и пятая диагональ не могут 

иметь общей точки. Предположим, что пятая сторона АВ имеет 

общую точку А с пятой диагональю. Тогда пятая диагональ — это 

АС или AD. Разберем эти два случая. 

В первом случае AAED=ACDE, поэтому при симметрии 

относительно серединного перпендикуляра к отрезку ЕР точка 

А переходит в точку С. Точка В при этой симметрии остается на 

месте, так как ВЕ= ВР. Поэтому отрезок АВ переходит в СВ, т.е. 

AB=CB. Получено противоречие. 

Во втором случае A ACE=A EBD, поэтому при симметрии 

относительно биссектрисы угла AED отрезок АВ переходит в DC, 

т.е. AB=CD. Получено противоречие. 

6.91. Рассмотрим две соседние вершины A, и A,. Если 

1 А, ОЛ, >90°, то OA,=OA,, так как к основанию равнобедренного 

треугольника не может прилегать прямой или тупой угол. 

Пусть теперь 4 А, ОА, <90°. Про- 

ведем через точку О прямые /, и [ь., 

перпендикулярные прямым OA, 

и OA,. Обозначим области, на ко- 

торые эти прямые разбивают плос- 

кость, так, как показано на рис. 80. 

Если в области (3) есть вершина A,, 

то А О=АО=А, О, поскольку 

L А, ОА, >90° и L А, ОА, >90°. Если 

же в области (3) нет вершин много- 

угольника, то в области (Г есть 

вершина A, и в области (2) есть 

вершина A,. (Если бы в одной из 

областей (Г, (0) не было вершин многоугольника, то точка О ока- 

залась бы вне многоугольника.) Tak как / A,OA,290°, £ А. ОА, 290° 

и / A,OA,290°, то A,O=A,O=A,0O=A4,0. 

Остается заметить, что если расстояния от точки О до любой 

пары соседних вершин многоугольника равны, то равны и все 

расстояния от точки О до вершин многоугольника. 

6.92. Будем доказывать, что если А, В, С, D, Е, Е- точки на 

окружности, расположенные в произвольном порядке, причем прямые 

АВ и DE пересекаются в точке С, ВС и ЕЁЕ— в точке H, CD 

и ЕА— в точке К, то точки G, Ни К лежат на одной прямой. 

Рис. 80 

Пусть a, В, .., /- ориентированные углы между HeKOTO- 

рой фиксированной прямой и прямыми OA, ОВ, ..., OF, где 

О — центр описанной окружности шестиугольника. Тогда 
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L (АВ; DE)=(a+b—d-—e)/2, L (CD, FA)=(c+d—f-—a)/2 и 1 (EF, BC)= 
=(e+f—b—c)/2, поэтому сумма этих углов равна 0°. 

Пусть 2— точка пересечения описанных окружностей треуголь- 

ников ВОС и РЕК. Докажем, что точки В, F, Zu Н лежат на 

одной окружности. Для этого нужно проверить, что Z (BZ, ZF)= 

=/ (ВН, НЕ). Ясно, что ZL (BZ, Е)= 1 (BZ, ZD)+ L (DZ, ZF), 
a / (BZ, 20)= 1 (BG, GD)=Z (AB, DE), “ (DZ, ZF)= L (DK, KF)= 

=/ (CD, FA) и, как только что было доказано, / (АВ, DE)+ 

+4 (CD, ЕА)=- 4 (ЕЁ, ВС)= 2 (ВС, EF)= 2 (BH, НЕ). 

Докажем теперь, что точки Н, Z и С лежат на одной прямой. 

Для этого достаточно проверить, что ГД (GZ, ZB)= 

= (HZ, ZB). Ясно, что 1 (GZ, 2В)= 1 (GD, РВ)= 1 (ED, DB), 

L (HZ, ZB)= 4 (НЕ, ЕВ)= L (ED, DB). Аналогично доказывастся, что 

точки К, Ди С лежат на одной прямой: / (DZ, ZG)= L (DB, BG)= 
= / (DB, ВА) и L (DZ, ZK)= 2 (DF, FK)= 1 (DB, BA). Мы получили, 
что точки Н и К лежат на прямой GZ, поэтому точки С, 

Н и К лежат на одной прямой. 

6.93. Пусть A,, В, и С, — указанные точки пересечения прямых. 

Применяя теорему Паскаля к точкам М, A,, A, С, В, B,, получаем, 

что точки A,, В, и К лежат на одной прямой. Аналогично точки 

A,, С, и КЕ лежат на одной прямой. Следовательно, точки A,, В,, 

С, и К лежат на одной прямой. 

6.94. Точки A, и В, лежат на окружности 5 с диаметром AB. 

Пусть A, и В. — точки пересечения прямых AA, и ВВ, с прямой A, В.. 

Согласно задаче 2.41,a) эти точки лежат на окружности 5. Прямые 

A,B и А.А пересекаются в точке A,, а прямые BB, и АВ, —в 

точке B,. Поэтому, применяя теорему Паскаля к точкам B,, A,, В, Ва, 

A, A, получаем, что точка пересечения прямых B,A, и В.А. 

(последняя прямая совпадает с A,B,) лежит на прямой A,B,. 

6.95. Пусть К — точка пересечения прямых ВС и MN. Применяя 

теорему Паскаля к точкам А, М, М, D, С, В, получаем, что точки 

Е, Ки Е лежат на одной прямой, а значит, К — точка пересечения 

прямых ММ и EF. 

6.96. Пусть лучи РА и QA пересекают окружность в точках Р.иО., 

т.е. РРР. и О, О, — диаметры данной окружности. Применим теорему 

Паскаля к шестиугольнику PP,P,QQ,Q,. Прямые PP, и ОО, 

пересекаются в точке A, а прямые P, P, и О, Q, пересекаются в точке О, 

поэтому точка пересечения прямых P,Q и О.Р лежит на прямой AO. 

6.97. Пусть данные точки A, В, С, О, Е лежат на одной 

окружности. Предположим, что мы построили точку Е той же 

окружности. Обозначим через К, [, М точки пересечения прямых 

АВ и DE, ВС и EF, CD и FA соответственно. Тогда по теореме 

Паскаля точки А, Г, М лежат на одной прямой. 

Из этого вытекает следующее построение. Проведем через точку Е 

произвольную прямую а и обозначим точку ее пересечения с прямой 

182



ВС через Г. Затем построим точку К пересечения прямых AB и DE 

и точку М пересечения прямых КЁ и CD. Наконец, Е-— точка 

пересечения прямых АМ и а. Докажем, что Е лежит на нашей 

окружности. Пусть Р, —точка пересечения окружности и прямой а. 

Из теоремы Паскаля следует, что F, лежит на прямой АМ, т. е. 

Е, является точкой пересечения а и АМ. Поэтому F,=F. 

6.98. Пусть Р и О-— точки пересечения прямой А, А. с АА, 

и A,A,, а Ки э— точки пересечения прямой А.А; с ААА; и А 

Тогда A,K:A,L=A,P:A,P, А.Ё: АМ=А,О:А О и А 

=A,R:A,R. Поэтому требуемое соотношение А.К: А;М= 

перепишется в виде 

А.Р АзО AgR AsS_ 
А.Р AgQ А.В AS 

Пусть Г— точка пересечения прямых А, А, и А; А;; по теореме 

Паскаля точки 9, О и Т лежат на одной прямой. Применяя теорему 

Менелая (см. задачу 5.58) к треугольнику PQS и точкам Т, A, 

и A,, а также к треугольнику КО5 и точкам Т, А; и А;, получаем 

А.Р 4:0 TS_, ТО 4,5 4 В и ©. 455.46 К _ 
A,S A,P ТО TS А.В Аз О 

Персмножая эти равенства, получаем требуемое. (Отношения отрезков 

следует считать ориентированными.)



Глава 7 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ МЕСТА ТОЧЕК 

Основные сведения 

1. Геометрическое место точек (сокращенно IMT), обладающих 
нскоторым CBOHCTBOM,— это фигура, состоящая из всех точек, для 
которых выполнено это свойство. 

2. Решение задачи на поиск TMT должно содержать доказатель- 
ство того, что 

а) точки, обладающие требусмым свойством, принадлежат фи- 
rype Ф, являющейся ответом задачи; 

6) всс точки фигуры Ф обладают требусмым свойством. 
3. ГМТ, обладающих двумя свойствами, является пересечением 

(т. е. общей частью) двух фигур: TMT, обладающих первым свой- 
ством, и ГМТ, обладающих вторым свойством. 

4. Три важнейших ГМТ: 
а) ГМТ, равноудаленных от точек Аи В, являстся ссрединным 

перпендикуляром к отрезку АВ; 
6) ГМТ, удаленных на расстояние К от данной точки О, являстся 

окружностью радиуса К с цснтром О; 
в) TMT, из которых данный отрезок AB видси под данным 

углом, является объединснием двух дуг окружностей, симметричных 
относительно прямой АВ (точки А и В нс принадлежат FMT). 

Вводные задачи 

1. а) Найдите ГМТ, равноудаленных от двух параллельных 
прямых. 

6) Найдите ГМТ, равноудаленных от двух пересекающихся 
прямых. 

2. Найдите геометрическое место середин отрезков с кон- 
цами на двух данных параллельных прямых. 

3. Дан треугольник АВС. Найдите ГМТ Х, удовлетворя- 
ющих неравенствам АХ<ВХ< СХ. 

4. Найдите геометрическое место таких точек X, что 
касательные, проведенные из Х к данной окружности, имеют 
данную длину. 

5. На окружности фиксирована точка A. Найдите TMT 
Х, делящих хорды с концом А в отношении 1:2, считая 

от точки A. 
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$ 1. PMT — прямая или отрезок 

7.1. Два колеса радиусов г, и г, катаются по прямой 
[ Найдите множество точек пересечения М их общих 

внутренних касательных. 
7.2. Стороны АВ и CD четырехугольника ABCD площади 

S не параллельны. Найдите TMT Х, лежащих внутри 
четырехугольника, для которых Э.вх + Эсрх= 5/2. 

7.3. Даны две прямые, пересекающиеся в точке О. Найдите 
ГМТ Х, для которых сумма длин проекций отрезков ОХ 
на эти прямые постоянна. 

7.4. Дан прямоугольник ABCD. Найдите TMT Х, для 
которых AX+ BX=CX+ DX. 

7.5. Найдите геометрическое место точек М, лежащих 

внутри ромба ABCD и обладающих тем свойством, что 
Ll AMD+ 4 ВМС= 180°. 

ж * * 

7.6. На плоскости даны точки А и В. Найдите TMT М, для 

которых разность квадратов длин отрезков АМ и ВМ постоянна. 
7.7. Даны окружность 5 и точка М вне ее. Через точку М 

проводятся всевозможные окружности 5,, пересекающие ок- 
ружность 5; Хр— точка пересечения касательной в точке М 
к окружности 5, с продолжением общей хорды окружностей 
5 и S,. Найдите ГМТ Х. 

7.8. Даны две непересекающиеся окружности. Найдите 
геометрическое место точек центров окружностей, делящих 
пополам данные окружности (т. е. пересекающих их в диамет- 
рально противоположных точках). 

7.9. Внутри окружности взята точка А. Найдите геомет- 
рическое место точек пересечения касательных к окружности, про- 
всденных через концы всевозможных хорд, содержащих точку А. 

7.10. а) Дан параллелограмм АВСР. Докажите, что вели- 
чина АХ?-+ CX*—BX?—DX* не зависит от выбора точки YX. 

6) Четырехугольник ABCD не является параллелограммом. 
Докажите, что все точки Х, удовлетворяющие соотношению 
АХ? +CX*=BX*+DX*, лежат на одной прямой, перпен- 
дикулярной отрезку, соединяющему середины диагоналей. 

См. также задачи 6.14, 15.14. 

$ 2. PMT — окружность или дуга окружности 

7.11. Отрезок постоянной длины движется по плоскости 
так, что его концы скользят по сторонам прямого угла 
АВС. По какой траектории движется середина этого отрезка? 
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7.12. Найдите геометрическое место середин хорд данной 
окружности, проходящих через данную точку. 

7.13. Даны две точки А и В. Две окружности касаются 
прямой АВ (одна — в точке А, другая — в точке В) и касаются 
друг друга в точке М. Найдите ГМТ М. 

* * * 

7.14. Ha плоскости даны две точки А и В. Найдите 
ГМТ М, для которых АМ: ВМ =К (окружность Аполлония). 

7.15. Пусть 5 — окружность Аполлония для точек А и В, 
причем точка А лежит вне окружности 5. Из точки А про- 
ведены касательные АР и АО к окружности 5. Докажите, 
что В — середина отрезка РО. 

7.16. Пусть AD и АЕ — биссектрисы внутреннего и внешнего 
углов треугольника АВС и 5, — окружность с диаметром DE; 
окружности 5, и 5. определяются аналогично. Докажите, что: 

а) окружности S,, S, и S, имеют две общие точки М и М, 
причем прямая MN проходит через центр описанной окру- 

жности треугольника АВС; 
6) проекции точки М (и точки №) на стороны треугольника 

АВС образуют правильный треугольник. 
7.17. Треугольник АВС правильный, М — некоторая точка. 

Докажите, что если числа АМ, ВМ и СМ образуют 
геометрическую прогрессию, то знаменатель этой прогрессии 
меньше 2. 

См. также задачи 14.19, а), 18.14. 

$ 3. Вписанный угол 

7.18. На окружности фиксированы точки А и В, а точка 
С перемещается по этой окружности. Найдите множество 
точек пересечения: а) высот; 6) биссектрис треугольников АВС. 

7.19. Точка Р перемещается по описанной окружности 
квадрата ABCD. Прямые АР и BD пересекаются в точке 
О, а прямая, проходящая через точку О параллельно АС, 
пересекает прямую ВР в точке Х. Найдите ГМТ Х. 

7.20. а) На окружности фиксированы точки А и В, а точки 
А, и В, движутся по той же окружности так, что величина 

дуги A,B, остается постоянной; М — точка пересечения пря- 
мых AA, и ВВ,. Найдите TMT М. 

6) В окружность вписаны треугольники АВС и A,B,C,, 
причем треугольник АВС неподвижен, а треугольник A,B,C, 
вращается. Докажите, что прямые AA,, BB, и CC, пересека- 
ются в одной точке не более чем при одном положении 
треугольника A,B,C,. 
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7.21. На плоскости даны четыре точки. Найдите множество 
центров прямоугольников, образуемых четырьмя прямыми, 
проходящими соответственно через данные точки. 

7.22. Найдите ГМТ Х, лежащих внутри правильного 
треугольника АВС и обладающих тем свойством, что 
L ХАВ- 4 ХВС+ 1 ХСА=90°. 

См. также задачи 2.5, 2.37. 

$ 4. Вспомогательные равные треугольники 

7.23. Дана полуокружность с центром О. Из каждой 
точки Х, лежащей на продолжении: диаметра полуокружности, 
проводится касающийся полуокружности луч и на нем 
откладывается отрезок ХМ, равный отрезку ХО. Найдите 
ГМТ М, полученных таким образом. 

7.24. Пусть А и Вр— фиксированные точки плоскости. 
Найдите ГМТ С, обладающих следующим свойством: высота 
h, треугольника АВС равна 6. 

7.25. Даны окружность и точка Р внутри ee. Через 
каждую точку О окружности проведем касательную. Пер- 
пендикуляр, опущенный из центра окружности на прямую 
РО, и касательная пересекаются в точке М. Найдите ГМТ М. 

$ 5. Гомотетия 

7.26. На окружности фиксированы точки А и В. Точка 
С перемещается по этой окружности. Найдите множество 
точек пересечения медиан треугольников АВС. 

7.27. Дан треугольник АВС. Найдите множество центров 
прямоугольников PORS, вершины О и Р которых лежат на 
стороне АС, вершины К и 5— на сторонах АВ и ВС 
соответственно. 

7.28. Две окружности пересекаются в точках A и В. Через 
точку А проведена секущая, вторично пересекающаяся с окру- 
жностями в точках Ри О. Какую линию описывает середина 
отрезка РО, когда секущая вращается вокруг точки A? 

7.29. Точки А, Ви С лежат на одной прямой, причем 
В находится между Аи С. Найдите ГМТ М таких, что радиусы 
описанных окружностей треугольников АМВ и СМВ равны. 

См. также задачи 19.10, 19.21, 19.38. 

§ 6. Meron [TMT 

7.30. Точки Ри О движутся с одинаковой постоянной 
скоростью v по двум прямым, пересекающимся в точке О. 
Докажите, что на плоскости существует неподвижная точка 
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A, расстояния от которой до точек Ри О в любой момент 
времени равны. 

7.31. Через середину каждой диагонали выпуклого четырех- 
угольника проводится прямая, параллельная другой диаго- 
нали. Эти прямые пересекаются в точке О. Докажите, что 
отрезки, соединяющие точку О с серединами сторон четырех- 
угольника, делят его площадь на равные части. 

7.32. Пусть ри Е— середины сторон АВ и ВС остроуголь- 
ного треугольника АВС, а точка М лежит на стороне АС. 
Докажите, что если MD<AD, то МЕ>ЕС. 

7.33. Внутри выпуклого многоугольника взяты точки 
Ри О. Докажите, что существует вершина многоугольника, 
менее удаленная от О, чем от Р. 

7.34. Точки А, Ви С таковы, что для любой четвертой 

точки М либо MA<MB, либо MA<MC. Докажите, что 
точка А лежит на отрезке ВС. 

7.35. Дан четырехугольник ABCD, причем AB<BC 
и AD<DC. Точка М лежит на диагонали BD. Докажите, 

что AM< MC. 

$ 7. PMT с ненулевой площадью 

7.36. Пусть О — центр прямоугольника ABCD. Найдите 
IMT М, для которых АМ>2ОМ, ВМ>2ОМ, CM20OM 

и DM2OM. 
7.37. Найдите ГМТ Х, из которых можно провести 

касательные к данной дуге АВ окружности. 
7.38. Пусть О-— центр правильного треугольника АВС. 

Найдите ГМТ М, удовлетворяющих следующему условию: 
любая прямая, проведенная через точку М, пересекает либо 
отрезок АВ, либо отрезок СО. 

7.39. На плоскости даны два непересекающихся кру- 
га. Обязательно ли найдется точка М, лежащая вне этих 

кругов, удовлетворяющая такому условию: каждая пря- 
мая, проходящая через точку М, пересекает хотя бы один 
из этих кругов? 

Найдите ГМТ М, удовлетворяющих такому условию. 
См. также задачу 18.11. 

$ 8. Теорема Карно 

7.40. Докажите, что перпендикуляры, опущенные из точек 
A,, B,, С, на стороны BC, CA, АВ треугольника АВС, 

пересекаются в одной точке тогда и только тогда, когда 
А, B?+C,A*+B,C?=B,A?+A,C*+C,B? (Карно). 
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7.41. Докажите, что высоты треугольника пересекаются 
в одной точке. 

7.42. Точки A,, В, и С, таковы, что АВ, =АС,, ВС, =ВА, 
и СА, =СВ,. Докажите, что перпендикуляры, опущенные из 
точек A,, В, и С, на прямые BC, СА и АВ, пересекаются 
в одной точке. 

7.43. а) Перпендикуляры, опущенные из вершин треуголь- 
ника ABC на соответствующие стороны треугольника A, B, C,, 
пересекаются в одной точке. Докажите, что перпендикуляры, 
опущенные из вершин треугольника A,B,C, на соответст- 
вующие стороны треугольника АВС, тоже пересекаются 
в одной точке. 

6) Прямые, проведенные через вершины треугольника АВС 
параллельно соответствующим сторонам ~ треугольника 
А, B,C,, пересекаются в одной точке. Докажите, что прямые, 

проведенные через вершины треугольника A,B,C, парал- 
лельно соответствующим сторонам треугольника АВС, тоже 

пересекаются в одной точке. 
7.44. На прямой / взяты точки A,, В, и С, и из вершин 

треугольника АВС на эту прямую опущены перпендикуляры 
АА,, ВВ, и CC,. Докажите, что перпендикуляры, опущенные 
из точек A,, В, и С, на прямые BC, СА и АВ, пересекаются 

в одной точке тогда и только тогда, когда А. В,: 8, С, = 

=A,B,:B,C, (отношения отрезков ориентированные). 
7.45. Треугольник АВС правильный, РЫ— произволь- 

ная точка. Докажите, что перпендикуляры, опущенные из 
центров вписанных окружностей треугольников PAB, 

РВС и РСА ua прямые AB, ВС и СА, пересекаются в одной 
точке. 

7.46. Докажите, что если перпендикуляры, восставленные 
из оспований биссектрис треугольника, пересекаются в одной 
точкс, то треугольчик равнобедренный. 

$ 9. Окружность Ферма — Аполлония 

7.47. Докажите, что множество точек Х, обладающих 

тем свойством, что k,A,X7+...+k,A,X7=c: 
а) при k,+...+k,40 является окружностью или пустым 

множеством; 
6) при k,+...+k,=0 является прямой, плоскостью или 

пустым множеством. 
7.48. Прямая / пересекает две окружности в четырех 

точках. Докажите, что четырехугольник, образованный ка- 
сательными в этих точках, описанный, причем центр его 
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описанной окружности лежит на прямой, соединяющей центры 

данных окружностей. 

7.49. Точки М и М таковы, что АМ: ВМ : СМ = АМ: ВМ: СМ. 
Докажите, что прямая ММ проходит через центр О описанной 
окружности треугольника АВС. 

См. также задачи 7.6, 7.14, 8.59—8.63. 

Задачи для самостоятельного решения 

7.50. На сторонах АВ и ВС треугольника АВС берутся 
точки D и Е. Найдите геометрическое место середин от- 
резков DE. 

7.51. Две окружности касаются данной прямой в двух 
данных точках А и В и касаются друг друга. Пусть 
Си Р— точки касания этих окружностей с другой внешней 
касательной. Найдите геометрическое место середин отрез- 
ков CD. 

7.52. Докажите, что если биссектриса одного из углов 

треугольника имеет внутри треугольника общую точку с пер- 
пендикуляром, восставленным из середины противоположной 
стороны, то треугольник равнобедренный. 

7.53. Дан треугольник АВС. Найдите множество всех 
точек М этого треугольника, для которых выполнено условие 
АМ >ВМ> СМ. Когда полученное миожество есть а) пяти- 

угольник; 0) треугольник? 
7.54. Дан квадрат ABCD. Найдите геометрическое место 

середин сторон квадратов, вписанных в дапный квадрат. 
7.55. Дан равносторонний треугольник АВС. Найдите 

ГМТ М таких, что треугольники АМВ и ВСМ равнобед- 
ренные. 

7.56. Найдите геометрическое место середин отрезков 

длины 2/./3, концы которых лежат на сторонах единичного 
квадрата. 

7.57. На сторонах АВ, ВС и СА данного треугольника 
АВС выбираются такие точки Р, О и К, что РОПАС 
и РК] BC. Найдите геометрическое место середин отрезков 
ОК. | 

7.58. Дана полуокружность с диаметром АВ. Для любой 
точки Х этой полуокружности на луче ХА строится точка 
У так, что XY=XB. Найдите IMT У. 

7.59. Дан треугольник АВС. На его сторонах АВ, ВС 
и СА выбираются точки C,, A, и В, соответственно. Найдите 
ГМТ пересечения описанных окружностей треугольников 
AB,C,, АВС, и A,B,C. 
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Решения 

7.1. Пусть О; и О, — центры колес радиусов г! и г. соответственно. 

Если М — точка пересечения внутренних касательных, то 

ОМ:О.М=и, :г2. Из этого условия легко получить, что расстояние 

от точки М до прямой [ равно 2712 / (и: +12). Поэтому все точ- 

ки пересечения общих внутренних касательных лежат на прямой, 

параллельной прямой [ и отстоящей от несе на расстояние 

27172 / ("1 +72). | 

7.2. Пусть О-—-точка пересечения прямых АВ и CD. Отложим 

на лучах OA и OD отрезки ОК и OL, равные АВ и CD 

соответственно. Тогда 5лвх + Эсрх = Зкох +Э1ох=оЭ ког Экха. Следо- 

ватсльно, площадь треугольника КХГ. постоянна, т. с. точка Х лежит 

на прямой, параллельной KL. 

7.3. Пусть а и В— единичные вскторы, параллельные дапным 

прямым; х-ОХ. Сумма длин проекций вектора х на данные прямые 

равна |(a, х)| + | (6, х)| =|(@+, x)|, причем смена знака происходит 
на перпендикулярах, восставленных из точки О к данным прямым. 

Поэтому искомое ГМТ — прямоугольник, стороны которого парал- 

лельны биссектрисам углов между данными прямыми, а вершины 

лежат на указанных перпендикулярах. 

7.4. Пусть [— прямая, проходящая через середины сторон ВС 

и AD. Предположим, что точка Х не лежит на прямой I, 

например что точки А и Х лежат по одну сторону от прямой 

[. Тогда AX<DX и ВХ < СХ, а значит, AX+ ВХ <СХ+ DX. Поэтому 

прямая [— искомое IMT. 

7.5. Пусть № — такая точка, что MN=DA. Тогда / NAM=4DMA 

и /МВМ= 1 ВМС, поэтому четырехугольник АМВМ вписанный. 

Диагонали вписанного четырехугольника АМВМ равны, поэтому 

АМ || В№ или ВМ || АМ. В первом случае / АМБ= 1 МАМ= LAMB, 

а во втором случае / ВМС= 1 МВМ= 1 ВМА. Если / AMB= 24 AMD, 

то £ АМВ+ 1 ВМС=180° и точка М лежит на диагонали АС, 

а если / ВМА= / ВМС, то точка М лежит на диагонали BD. Ясно 

также, что если точка М лежит на одной из диагоналей, то 

LAMD+ 1 BMC=180°. 

7.6. Введсм систему координат, выбрав точку А в качестве 

начала координат и направив ось Ох по лучу АВ. Пусть точка 

М имеет координаты (x, у). Тогда АМ*=х?*+у? и ВМ*=(х-а)?+у?, 
где а=АВ. Поэтому AM*— ВМ? =2ах-а?. Эта величина равна К для 
точек М с координатами ((a*+k)/2a, у); все такие точки лежат на 
прямой, псрпендикулярной АВ. 

7.7. Пусть А и Вр— точки пересечения окружностей 5 и Sy. 

Тогда ХМ?=ХА.ХВ=ХО?- В?, roe О и В- центр и радиус 
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окружности 5. Поэтому X¥O*—XM?=R?, a значит, точки Х лежат 

на перпендикуляре к прямой ОМ (см. задачу 7.6). 

7.8. Пусть О; и О, центры данных окружностей, К, и К) — их 

радиусы. Окружность радиуса г с центром Х пересекает первую 

окружность в диаметрально противоположных точках тогда и только 

тогда, когда r?>=XO?+4 R?, поэтому искомое ГМТ состоит из таких 

точек Х, что ХО?+8В?=ХО?+ 82; все такие точки Х лежат на 

прямой, перпендикулярной O,O, (задача 7.6). 

7.9. Пусть Ор— центр окружности, КЮ — ее радиус, М— точка 

пересечения касательных, проведенных через концы хорды, содер- 

жащей точку A, Р— середина этой хорды. Тогда ОР`ОМ=В? 

и ОР=ОАсозф, где ф=/АОР. Поэтому AM?=O0M?+4+0A?— 
—20M:OA созф=ОМ?+ОА?-—28?, а значит, величина OM?— 

—AM?=2R*—OA? постоянна. Следовательно, все точки М ле: 

жат на прямой, перпендикулярной OA (см. задачу 7.6). 

7.10. Пусть Р и О середины диагоналей АС и BD. Тогда 

АХ? + СХ? =2РХ? + АС?[2 и ВХ?+РХ?=20Х?+ BD?/2 (см. задачу 
12.11, а), поэтому в задаче 6) искомое ГМТ состоит из таких точек 

Х, что РХ*-—ОХ?=(ВО*-АС?)|4, а в задаче а) P=Q, поэтому 

рассматриваемая величина равна (BD?—AC7)/2. 
7.11. Пусть М и №— концы данного отрезка, О — его середина. 

Точка В лежит на окружности с диаметром ММ, поэтому ОВ=ММ/2. 

Траекторией точки О является часть окружности радиуса ММ/2 

с центром В, заключенная внутри угла АВС. 

7.12. Пусть М — данная точка, Об— центр данной окружности. 

Если Хр— середина хорды AB, то XOLAB. Следовательно, искомое 

ГМТ является окружностью с диаметром МО. 

7.13. Проведем через точку М общую касательную к окружно- 

стям. Пусть О — точка пересечения этой касательной с прямой АВ. 

Тогда АО = МО = ВО, т.е. О — середина отрезка АВ. Точка М лежит 

на окружности с центром О и радиусом AB/2. Множеством точек 

М является окружность с диаметром АВ (точки А и В следует 

ИСКЛЮЧИТЬ). 

7.14. При k=1 получаем серединный перпендикуляр к отрезку 

АВ. В дальнейшем будем считать, что k#1. 

Введем систему координат на плоскости так, чтобы точки 

А и В имели координаты (—а, 0} и (а, 0) соответственно. Если 

AM? (x+a)?+y? 
точка М имеет координаты: (x, у), то 5 = ‚> ——. Уравнение 

ВМ* (х-а)*+у 

АМ? 

ВМ? _ 
К? приводится к виду 
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Это уравнение является. уравнением окружности с центром 

1+ А? 0 2ka 
———~ 4, и радиусом ————. 
А? ОМ [1k 
7.15. Пусть прямая АВ пересскаст окружность 5 в точках ЕЁ и F, 

причем точка Е лежит на отрезке АВ. Тогда РЕ — биссектриса 

треугольника АРВ, поэтому /ЕРВ= / ЕРА=/ ЕЁЕР. А так как 

1 ЕРЕ=90°, то PBL EF. 

7.16. a) Рассматриваемые окружности являются окружностями 

Аполлония для пар вершин треугольника АВС, поэтому если 

Х — общая точка окружностей 5, и 65», то XB:XC=AB:AC 

и ХС: ХА= ВС: ВА, т.е. ХВ: ХА=сСВ:СА, а значит, точка X принад- 

лежит окружности S,. Ясно также, что если АВ> BC, то точка 

О лежит внутри окружности 5,, а точка А — вне ее. Следовательно, 

окружности 5, и S, пересекаются в двух различных точках. 

Для завершения доказательства остается воспользоваться резуль- 

татом задачи 7.49. 

6) Согласно задаче a) MA=A/a, МВ=А/Ь и MC=d/c. Пусть 

В, и С, — проекции точки М на прямые АС и АВ. Точки 

В, и С, лежат на окружности с диаметром МА, поэтому 

B,C, = МАзт B, AC, =(A/a)(a/2R)=1/2R, где Е— радиус описанной 
окружности трсугольника АВС. Аналогично А.С. =А, В, =)/(2R), 

7.17. Пусть О, и О. — такие точки, что BO,=4BA/3 

и CO,=4CB/3. Легко проверить, что ссли ВМ>2АМ, то точка 

М лежит внутри окружности 5, радиуса 2AB/3 с центром О, (см. 

задачу 7.14), а ели СМ >2ВМ, то точка М лежит внутри окружности 

5. радиуса 2AB/3 с центром O,. Так как O,0,>BO,=4AB/3, 

а сумма радиусов окружностей 5, и 5, равна 4АВ/3, то эти 

окружности не пересскаются. Следовательно, ссли BM=qAM 

и СМ=а ВМ, то q<2. 

7.18. а) Пусть О — точка перссечения высот AA, и BB,. Точки 

A, и В, лежат на окружности с диаметром СО. Следовательно, 

1 AOB=180°— LC. Поэтому искомое ГМТ — окружность, симмет- 

ричная данной относительно прямой АВ (точки А и В следует 

ИСКЛЮЧИТЬ). 

6) Если О — точка пересечения бисссктрис треугольника АВС, 

то 41 АОВ=90°+ / C/2. На каждой из двух дуг АВ угол С постоянен, 

поэтому искомым ГМТ являются две дуги, из которых отрезок 

АВ виден под углом 90°+2C/2 (точки А и В следует исключить). 

7.19. Точки Р и О лежат на окружности с диамстром ОХ, 

поэтому / (Ор, ОХ) = 4 (ОР, РХ)= 1 (АР, РВ)=45°, т.е. точка X ле- 

жит на прямой CD. 

7.20. а) Если точка A, пройдет по окружности дугу величиной 

2ф, то точка В, тоже пройдет дугу величиной 2ф, а значит, прямые 

AA, и BB, повернутся на угол ф и угол между ними не измепится. 
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Поэтому точка М перемещается по окружности, содержащей 

точки Аи В. 

6) Пусть прямые AA,, ВВ, и СС, в некоторый момент 

пересекаются в точке Р. Тогда, например, точка пересечения прямых 

АА, и BB, персмещастся по описанной окружности треугольника 

АВР. Ясно также, что описанные окружности трсугольников АВР, 

ВСР и САР имеют единственную общую точку Р. о 

7.21. Предположим, что точки А и С лежат на противоположных 

сторонах прямоугольника. Пусть М и М — середины отрезков АС 

и BD соответственно. Проведем. через точку М прямую И, парал- 

лельную сторонам прямоугольника, на которых лежат точки А и С, 

‚а через точку № прямую [,, параллельную сторонам прямоугольника, 

на которых лежат точки В и D. Пусть Орб— точка пересечения 

прямых [1 и [5. Ясно, что точка О лежит на окружности 5, 

построенной на отрезке ММ как на диаметре. С другой стороны, 

точка О является центром прямоугольника. Ясно, что прямоугольник 

можно построить для любой точки О, лежащей на окружности 5. 

Остается заметить, что на противоположных сторонах прямо- 

угольника могут лежать также точки А и В, А и О. Поэтому 

искомым ГМТ является объединсние трех окружностей. 

7.22. Легко проверить, что точки высот треугольника АВС 

обладают требуемым свойством. Предположим, что требуемым 

свойством обладает точка X, HC лежащая ни на одной из высот 

треугольника АВС. Тогда прямая BX пересекаст высоты AA; и СС, 

в точках Х, и X,. Так как / ХАВ+ 1 ХВС+ LXCA=90=LX,AB+H+ 

+1Х,ВС+АХ, СА, то LXAB—-LX,AB=LX,CA-—LXCA, т. с. 

1 (ХА, АХ,)= L(X,C, СХ). Следовательно, точка Х лежит па описан- 
ной окружности трсугольника АХС’, где точка С’ симметрична 

С относительно прямой ВХ. Аналогично доказывастся, что точка 

X, лежит на этой окружности, а значит, прямая BX перссекает 

эту окружность в трех различных точках. Получено противоречие. 

7.23. Пусть К — точка касания прямой МХ и данной полуокружности, 

a Р— проекция точки М на диаметр. В прямоугольных треугольниках 

МРХ и ОКХ равны гипотснузы и (РХМ = [ ОХК, а значит, эти 

треугольники равны и, в частности МР=КО = К, rac К — радиус данной 

полуокружности. Следовательно, точка М лежит на прямой I, 

параллельной диаметру полуокружности и касающейся полуокружности. 

Пусть АВ — отрезок прямой /, проекцией которого является диаметр 

полуокружности. Из точки прямой /, лежащей вне отрезка АВ, нельзя 

провести касательную к данной полуокружности, Так как касательная, 

проведенная к окружности, будет касаться другой полуокружности. 

Искомым ГМТ является отрезок АВ, из которого выброшены 

точки А и В и cro середина. 

7.24. Пусть Н — основание высоты /ь треугольника АВС и =. 

Обозначим через В’ точку пересечения перпендикуляра к прямой 
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AB, проведенного через точку A, и перпендикуляра к прямой AH, 

проведенного через точку С. Прямоугольные треугольники АВ’С 

и ВАН равны, так как /АВ’С=ДВАН и АС=ВН. Поэтому 

АВ’= АВ, т.с. точка С лежит на окружности с диаметром AB’. 

Пусть 5, и 5› — образы окружности 5 с диаметром АВ при 

поворотах на +90° с центром А (рис. 81). Мы доказали, что точка 

C#A принадлежит объединению окру- 

жностей 5, и Sz. Обратно, пусть 

точка СА принадлежит окружности 

S, или 52, АВ’— диаметр соответст- 

вующей окружности. Тогда 

1 АВ’С=ЁНАВ и А’В=АВ, поэтому 

АС=НВ. 

7.25. Пусть Орб— центр окружно- 

сти, №М— точка пересечения прямых 

ОМ и ОР. Опустим из точки М пер- 

пендикуляр MS на прямую ОР. 

Из подобия треугольникюв ONQ 

и ООМ, OPN и ОМ5 получа- 

ем ОМ:ОО=оОО:ОМ и ОР:ОМ= 

=OM:OS. Перемножая эти равенст- 

Ba, получаем ОР:ОО=оОО: 05. По- 

этому О5=ОО?:ОР является посто- 
янной величиной. А так как точка 

5 лежит на прямой OP, ce положение 

не зависит от выбора точки О. Искомым ГМТ являстся прямая, 

перпсндикулярная прямой ОР и проходящая через точку 5. 

7.26. Пусть О середина отрезка AB, М — точка пересечения 

медиаи трсугольника АВС. При гомотетии с центром О и ко3зф- 

фициентом 1/3 точка С переходит в точку М. Поэтому точки 

пересечения медиан треугольников АВС лежат на окружности 5, 

являющейся образом исходной окружности при гомотетии с центром 

О и коэффициентом 1/3. Для получения искомого ГМТ из окружности 

S нужно выбросить образы точек Аи В. 

7.27. Пусть О — середина высоты ВН, М — середина отрезка АС, 

D и Е— середины сторон КО и PS В 

соответственно (рис. 82). 

Точки Du Е лежат на прямых АО 

и СО соответствснно. Середина отрезка 

Рис. 81 

РЕ является центром прямоугольника р A 
5 

РОК5. Ясно, что она лежит на отрсзкс J 

ОМ. Искомым ГМТ является отрезок D Е 
ОМ, за исключением его концов. р LOU bh ВА 

7.28. Пусть O, и О, — центры данных A а М н PBC 

окружностей (точка Р лежит на окружности Рис. 82 
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с центром O,), О — середина отрезка O,0,.; P’, О’и О’ — проекции точск 

O,,O, и Она прямую РО. При вращении прямой РО точка О’ пробегает 

окружность 5 с диаметром АО. Ясно, что при гомотетии с центром 

А и коэффициентом 2 отрезок Р’О’ персходит в отрезок РО, т. е. точка О’ 

переходит в середину отрезка РО. Поэтому искомым IMT являстся 

образ окружности 5 при этой гомотетии. 

7.29. Пусть Р и О центры описанных окружностей треуголь- 

ников АМВ и СМВ. Точка М принадлежит искомому IMT, если 

ВРМО — ромб, т.е. точка М является образом середины отрезка 

РО при гомотетии с центром В и коэффициентом 2. А так как 

проекции точек Ри О на прямую: АС являются серединами отрезков 

АВ и ВС, середины вссх отрезков РО лежат на одной прямой. 

(Точку прямой АС из полученного ГМТ следует исключить.) 

7.30. Точка Р проходит черсз точку О в момент f,, точка O—B 

момент 12. В момент (1+15)/2 точки Р и О находятся от точки 

О на одинаковом расстоянии, равном |f,—f2,|v/2. Проведем в этот 

момент перпендикуляры к прямым в точках Ри О. Легко проверить, 

что точка перссеченпия этих перпендикуляров являстся искомой. 

7.31. Обозначим середины диагоналей АС и BD четырсхугольника 

ABCD через М и М№ соотвстственно. Ясно, что 5имв=овмс 

И Samp=Spac, Т. ©. Эрлвм = Эвсрм. Поскольку при перемещении точки 

М параллельно BD площади четырехугольников DABM и BCDM 

не изменяются, TO Эрлво=оЭвсро. Аналогичные рассуждепия для 

точки № показывают, что Syapco=Scpro. Поэтому Sypot+ Sago = 

= Эвсо + Эсро И блво + Эвсо = Зсро + бро, a ЗНАЧИТ, Элро=всо = 51 
И Syzso=Scpo=$2, Т.©. площадь каждой из четырех частей, Ha 

которые отрезки, сосдиняющие точку О с ссрединами сторон 

чстырсхугольника, разбивают ero, равпа (S,+ S,)/2. 

7.32. Опустим из точки В высоту BB, Torna AD=B,D 

и СЕ=В,Е. Ясно, что ели МР< Ар, то точка М лежит на отрезке 

AB,, т.е. вне отрезка B,C. Следовательно, ME> ЕС. 

7.33. Предположим, что BCC вершины многоугольника удалены 

от точки О нс меньше, чем точки от Р. Тогда все вершины 

многоугольника лежат в той же полуплоскости, заданной серединным 

перпсндикуляром к отрезку РО, что и точка P, а точка О лежит 

в другой полуплоскости. Следовательно, точка О лежит BHC мно- 

гоугольника, что противоречит условию. 

7.34. Найдсм ГМТ М, для которых MA>MB и MA>MC. 

Провсдем ссерединные перпендикуляры Пи /, к отрезкам АВ и АС. 

MA>MB для точек, лежащих внутри полуплоскости, заданной 

прямой [| и He содержащей точку А. Поэтому искомым TMT 

являстся пересечение полуплоскостей (6сз границ), заданных прямыми 

LL, 5 и не содержащих точку А. Если точки А, В, С не лежат 

на одной прямой, то это ГМТ всегда непусто. Если А, В, С лежат 

на одной прямой, но А ис лежит на отрезке ВС, то это ГМТ 
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тоже. непусто. Если же А лежит Ha отрезке BC, To это ГМТ пусто, 

т. с. для любой точки М либо MA<MB, либо MA<MC. 

7.35. Пусть О — середина диагонали АС. Проекции точек Ви. РО на 

прямую АС лежат на отрезке АО, поэтому проскция точки М тоже 

лежит на отрезке ‚АО. 

7.36. Проведем серсдинный псрпендикуляр [ к отрезку AO. Ясно, 

что. АМ>2ОМ Torna и только тогда, когда точка М лежит по ту 

же сторону от прямой [ что и точка О (или лежит на прямой 

[). Поэтому искомым TMT является ромб, образованный середин- 

ными псрпендикулярами к отрезкам OA, OB, ОС и OD. 

7.37. Искомое ГМТ заштриховано на рис. 83 (граница входит 

в IMT). 

7.38. Пусть A, и В, — середины сторон CB и АС соответственно. 

Искомым TMT являстся внутренность четырехугольника OA,CB,. 

Рис. 83 Рис. 84 

7.39. Провсдем общис касательные к данным кругам (рис. 84). 

Легко проверить, что точки, принадлежащие заштрихованным облас- 
TAM (но HC их границам), удовлетворяют требусмому условию, а точки, 

нс лсежащис в этих областях, ие удовлетворяют этому условию. 

7.40. Пусть перпендикуляры, опущенные из точек A,, By, С, на 

прямые BC, CA, АВ, пересекаются в точке М. Tak как точки 

B, и М лежат на одном перисндикуляре к прямой AC, то 

B,A?—B,C?=MA?*—MC?*. Аналогично C,B*—C,A*=MB?—MA? 

и A,C?—A,B*=MC?—MB?’. Складывая эти равенства, получаем 
A,B*+C,A74+ B,C? =B,A7?7+4,C7+C,B?. 

Обратно, пусть A,B?2+C,A?4+B,C?=B,A*+A,C?+C,B*. Обо- 

значим точку пересечения перпендикуляров, опущенных из точек 

A, и В, на прямые ВС и АС, чсрез М. Проведем через точку 

М прямую [ перпендикулярную прямой АВ. Если С\— точка на 

прямой [, то, согласно предыдущему, 4,B?+CA?24+ B,C*=B,A*+4+ 
+А, С? + С\В?. Поэтому С\А?-С'В*=С, А*- С, В?. Согласно задаче 
7.6 TMT Х, для которых XA*—XB?=k, являстся прямой, перпен- 

дикулярной отрезку АВ. Поэтому перпендикуляр, опущенный из 
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точки С; на прямую АВ, проходит через точку М, что и требова- 

лось. 

7.41. Положим А, =А, В, =Ви С, =С. Из очевидного равенства 

АВ? + СА? + ВС? = ВА? + АС? + СВ? получаем, что высоты, опущенные 
из точек А, Ви С на стороны ВС, СА и АВ, пересекаются в одной 

точке. и 

7.42. Достаточно воспользоваться результатом задачи 7.40/:/:: 

7.43. а) Эта задача является ‘очевидным следствием задачи 7.40. 

6) Пусть при повороте на 90° относительно некоторой точки 

треугольник A,B,C, переходит в A2B,C,. Перпендикуляры к сторонам 

треугольника A2B,C, параллельны соответствующим сторонам’ тре- 

угольника A,B,C,, поэтому перпендикуляры, опущенные из вершин 

треугольника АВС на стороны треугольника А,В›С., пересекаются 

в одной точке. Следовательно, в одной точке пересекаются перпен- 

дикуляры, опущенные из вершин треугольника A,B,C, ‘на сто- 

роны треугольника АВС. Остается - заметить, что при повороте 

на 90°, переводящем треугольник A,B,C, в A,B,C;, эти перпен- 

дикуляры переходят в прямые, проходящие через стороны треуголь- 

ника A,B,C, параллельно соответствующим сторонам треугольни- 

ка АВС. 

7.44. Нужно выяснить, в каком случае выполняется равенство 

AB? + ВС? + СА? = ВА? + СВ?*+АС?. Вычитая из обеих частей этого 
равенства величину АА2+ ВВ +СС?, переходим к соотношению 
АВ? + В.С? + С.А? = В. А+ С.В + А2С?, т.е. (b;-a2)?+(c,—b2)? + 
+ (а, — с2)? = (а —b2)? + (6, — с)? + (с, —а>)?, где а, В и с. координаты 
точек А, В; и С; на прямой [. После сокращения получаем 

а26, Вос, +с2а, =а16. +6,с2+с1а2, а значит, (b2—az)(c,—b,)= 

=(b,—a,)(cz—b2), т.е. А.В»: В.С. =А, В, : B,C. 
7.45. Можно считать, что длина стороны данного правильного 

треугольника равна 2. Пусть PA=2a, PB=2b и PC=2c; А,, 

B, и С, — проекции центров вписанных окружностей треугольников 

РВС, РСА и РАВ на прямые ВС, СА и АВ. Согласно задаче 3.2 

AB? + ВС1 + CAj=(l+a—c)?+(1+b—a)?+(l+c—b)? =3+(a—c)?+(b- 
—a)*+(c—b)* = BA{+ CBi+ AC}. 

7.46. Отрсзки, Ha которые бисссктрисы делят стороны треуголь- 

ника, легко вычисляются. В результате получаем, что если перпен- 

дикуляры, восставленные из оснований биссектрис, пересскаются, то 

ас a ab an bc a ab и be an ас \? 

b+e ate a+b} \b+e a+c a+b} ° 

pat (68) bila~e) с (ba) (b—a)(a—c)(c—b)(a* +b? +c?) 

b+c а+с a+b (a+b)(a+c)(b+c) 
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7.47. Пусть (a;, В:)— координаты точки А, (x, у) — координаты 
точки Х. Тогда уравнение, которому удовлетворяет точка Х пе- 

репишется в виде c=) К, (ха) +(х-Ь)°)=( ki)(x?+y7)- 
— (2) Ка) х- (2 КБ) y+ Vk (a? +67). Если коэффициент при х*+у* 
отличен от нуля, то это уравнение задает окружность или пустое 

множество, а если он равен нулю, то уравнение задает прямую, 

плоскость или пустое множество. 

api Замсчание. Если в случае а) точки Ay, ..., A, лежат на одной 

прямой [, то эту прямую можно ‚выбрать в качестве оси Ох. Тогда 

Ь, =0, а значит, коэффициент при у равен нулю, т. е. центр окружности 

лежит на прямой /. 

7.48. Пусть прямая / высекает на данных окружностях дуги 

A,B, и A,B, величиной 2a, и 24); О; и О, — центры окружностей, 

К и К› —их радиусы. Пусть Кр— точка пересечения касательных 

в точках А; и 4). По теореме синусов KA,:KA,=sina,:sing,, т. с. 

КА, зто, =КА. зта.. А так как KO?=KA?+R? и KO2=KA3+ Ri}, 
то {sin? a,) КО! —(5т? а.) KO} =(R, sina,)?—(R,sina,)?=g. Аналогич- 
но доказывается, что и остальные точки пересечения касательных 

принадлежат  геометрическому месту таких точек Х, что 

(п? а,) XO} —(sim? a.) ХО: =4. Это ГМТ — окружность, центр кото- 
рой лежит на прямой O,O, (см. замечание к задаче 7.47). 

7.49. Пусть AM: ВМ: СМ=р:4:г. Все точки Х, удовлетворяющие 

соотношению (q?—r?) AX? +(r?—p?) BX? +(p?—q?)CX?=0, лежат на 
одной прямой (см. задачу 7.47), а точки М, N и О удовлетворяют 

этому COOTHOUICHHIO.



Глава 8 

ПОСТРОЕНИЯ 

Основные сведения 

1. Задачи на построение решаются по определенной стандартной 
схеме. Сначала проводим анализ, т. е. предполагаем, что искомая 
фигура построена, и, исследуя ее свойства, находим, как ее можно 
задать с помощью исходных данных. На основании этих рассуждений 
описываем последовательность построений. Затем нужно доказать, 
что указанная последовательность постросний приводит к требусмому 
результату, а такжс выяснить, в каких случаях сколько имеется 
решений. 

При написании решсний я несколько отклонился от этой схемы. 
Дело в том, что в подавляющем большинстве случаев после анализа 
доказательство уже совершенно очевидно. В подобных случаях 
доказательство не приводится, но следует помнить, что сго нужно 
провести самостоятельно. Если же доказательство не совсем очевидно, 
то указывается, как преодолеть возникающие трудности. Исследова- 
ние числа решений задач на построение не приводится. 

2. Некоторые задачи на построение, решения которых используют 
геометрические преобразования, распределены по соответствующим 
главам. 

3. Если А и ВЬ— фиксированные точки, то TMT Х, для которых 
AX: BX=k#1, является окружностью (см. задачу 7.14). Это ГМТ 
иногда используется при решении задач на построенис. 

Вводные задачи 

1. Постройте треугольник АВС по стороне а, высоте 
h, и углу А. 

2. Постройте прямоугольный треугольник по катету и ги- 
потенузе. 

3. Постройте окружность с данным центром, касающуюся 
данной окружности. 

4. Постройте прямую, проходящую через данную точку 
и касающуюся данной окружности. 

5. Даны отрезки, длины которых равны а, ВБ и с. 

Постройте отрезок дличой: а) ab/c; 6) ./ab. 
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$ 1. Метод геометрических мест точек 

8.1. Постройте треугольник АВС по а, h, и К. 
8.2. Постройте точку М внутри данного треугольника 

Tak, что 5давм: Spcm: Sacm =1:2:3. 

8.3. Проведите через данную точку P, лежащую внутри 
данной окружности, хорду так, чтобы разность длин отрезков, 
на которые Р делит хорду, имела данную величину а. 

8.4. Даны прямая и окружность, не имеющие общих 
точек. Постройте окружность данного радиуса г, касающую- 
ся их. 

8.5. Даны точка А и окружность 5. Проведите через 
точку А прямую так, чтобы хорда, высекаемая окружностью 
S на этой прямой, имела данную длину d. 

8.6. Дан четырехугольник ABCD. Впишите в него парал- 
лелограмм с заданными направлениями сторон. 

$ 2. Вписанный угол 

8.7. Постройте треугольник по а, т: и углу А. 
8.8. Даны окружность и две точки А и В внутри ее. 

Впишите в окружность прямоугольный треугольник так, 
чтобы его катеты проходили через данные точки. 

8.9. Продолжения сторон АВ и CD прямоугольника ABCD 
пересекают некоторую прямую в точках М и N, а продол- 
жения сторон AD и ВС пересекают ту же прямую в точках 

Ри О. Постройте прямоугольник ABCD, если даны точки 

М, М, P, О и длина а стороны AB. 

8.10. Постройте треугольник по биссектрисе, медиане 
и высоте, проведенным из одной вершины. 

8.11. Постройте треугольник АВС по стороне а, углу 

А и радиусу вписанной окружности г. 

$ 3. Подобные треугольники и гомотетия 

8.12. Постройте треугольник по двум углам А, В и пе- 
риметру Р. 

8.13. Постройте треугольник АВС по m,, ть и т.. 
8.14. Постройте треугольник АВС по ЛП. h, u hy. 
8.15. Впишите в данный остроугольный треугольник АВС 

квадрат KLMN так, чтобы вершины К и N лежали на 

сторонах АВ и AC, а вершины L и Мр— на стороне ВС. 
8.16. Постройте треугольник АВС по h,, Б-си г. 
См. также задачи 19.15— 19.20, 19.39, 19.40. 
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$ 4. Построение треугольников 
по различным элементам 

В задачах этого параграфа требустся построить треугольник по 
указанным в условии элементам. 

8.17. с, та и my. 

8.18. арий. 
8.19. h,, Ис и м. 
8.20. ДА, hh uw И. 
8.21. a, h, и ть. 

8.22. h,, тои ly. 
8.23. a, b um. 
8.24. h,, ти LA. 
8.25. a, Би (.. 
8.26. LA, h, и р. 
См. также задачи 17.6— 17.8. 

$ 5. Построение треугольников по различным точкам 

8.27. Постройте треугольник АВС, если дана прямая I, 
на которой лежит сторона АВ, и точки A,, В, — основания 

высот, опущенных на стороны ВС и АС. 
8.28. Постройте равнобедренный треугольник, если заданы 

основания его биссектрис. 
8.29. а) Постройте треугольник АВС, зная три точки А’, 

В’, С’, в которых биссектрисы его углов пересекают описан- 
ную окружность (оба треугольника остроугольные). 

6) Постройте треугольник АВС, зная три точки А’, В’, 

С’, в которых высоты треугольника пересекают описанную 
окружность (оба треугольника остроугольные). 

8.30. Постройте треугольник АВС, зная три точки А’, 
В', С’, симметричные центру О описанной окружности этого 
треугольника относительно сторон ВС, СА, АВ. 

8.31. Постройте треугольник АВС, зная три точки A’, B’, С’, 
симметричные точке пересечения высот треугольника относите- 
льно сторон ВС, СА, АВ (оба треугольника остроугольные). 

8.32. Постройте треугольник АВС, зная три точки Р, О, 
К, в которых высота, биссектриса и медиана, проведенные 
из вершины С, пересекают описанную окружность. 

8.33. Постройте треугольник АВС, зная положение трех 
точек A,, В,, Cy, являющихся центрами вневписанных 
окружностей треугольника АВС. 

8.34. Постройте треугольник АВС по центру описанной 
окружности О, точке пересечения медьан М и основанию 
Н высоты CH. 
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8.35. Постройте треугольник ABC по центрам вписанной, 
описанной и одной из вневписанных окружностей. 

$ 6. Треугольник 

8.36. Постройте точки Х и Y на сторонах АВ и BC 
треугольника АВС так, что АХ=ВУ и ХУ] АС. 

8.37. Постройте треугольник по сторонам а и ВБ, если 
известно, что угол против одной из них в три раза больше 
угла против другой. | 

8.38. Впишите в данный треугольник АВС прямоугольник 
РКО5 (вершины К и О лежат на сторонах АВ и ВС, 
Ри 5— на стороне AC) так, чтобы его диагональ имела 
данную длину. 

8.39. Проведите через данную точку М прямую так, 
чтобы она отсекала от данного угла с вершиной А треуголь- 
ник АВС данного периметра 2p. 

8.40. Постройте треугольник АВС по медиане 
т; и биссектрисе [, если LC=90°. 

8.41. Дан треугольник АВС, причем АВ<ВС. Постройте 
на стороне АС точку D так, чтобы периметр треугольника 
ABD был равен длине стороны BC. 

8.42. Постройте треугольник АВС по радиусу описанной 
окружности и биссектрисе угла А, если известно, что разность 
углов В и С равна 90°. 

8.43. На стороне АВ треугольника АВС дана точка Р. 
Проведите через точку Р прямую (отличную от АВ), 
пересекающую лучи СА и СВ в таких точках М и №, что 

АМ = ВМ. 
8.44. Постройте треугольник АВС по радиусу вписанной 

окружности г и (ненулевым) длинам отрезков АО и АН, 
где О— центр вписанной окружности, Н — ортоцентр. 

См. также задачи 15.12, 6), 17.12—17.15, 18.10, 18.29. 

$ 7. Четырехугольники 

8.45. Постройте ромб, две стороны которого лежат на 
двух данных параллельных прямых, а две другие проходят 
через две данные точки. 

8.46. Постройте четырехугольник ABCD по четырем сто- 
ронам и углу между АВ и CD. 

8.47. Через вершину А выпуклого четырехугольника ABCD 
проведите прямую, делящую его на две равновеликие части. 

8.48. Даны середины трех равных сторон выпуклого 
четырехугольника. Постройте этот четырехугольник. 
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8.49. Даны три вершины вписанного и описанного четы- 
рехугольника. Постройте его четвертую вершину. 

8.50. Даны вершины А и С равнобедренной описанной 
трапеции ABCD (АБ|ВС); известны также паправления ее 
оснований. Постройте вершины Ви О. 

8.51. На доске была начерчена трапеция ABCD (AD|| BC) 

и проведены перпендикуляр OK из точки О пересечения 
диагоналей на основание AD и средняя линия EF. Затем 

трапецию стерли. Как восстановить чертеж по сохранившимся 
отрезкам ОК и ЕЁ? 

8.52. Постройте выпуклый четырехугольник, если даны 
длины всех его сторон и одной средней линии (средней 
линией четырехугольника называют отрезок, соединяющий 
середины противоположных сторон). 

8.53. Постройте вписанный четырехугольник по четырем 
сторонам (Брахмагупта). 

См. также задачи 15.10, 15.13, 16.17, 17.4, 17.5. 

$ 8. Окружности 

8.54. Внутри угла даны две точки А и В. Постройте 
окружность, проходящую через эти точки и высекающую 
на сторонах угла равные отрезки. 

8.55. Даны окружность 5, точка А на ней и прямая I. 

Постройте окружность, касающуюся данной окружности 

в точке A и данной прямой. 

8.56. а) Даны две точки A, В и прямая [. Постройте 
окружность, проходящую через точки A, В и касающуюся 

прямой /. 

6) Даны две точки А и В и окружность 5. Постройте 

окружность, проходящую через точки А и В и касающуюся 
окружности ъ. 

8.57. Даны три точки A, Ви С. Постройте три окру- 
жности, попарно касающиеся в этих точках. 

8.58. Постройте окружность, касательные к которой, про- 

веденные из трех дапных точек A, Ви С, имели бы длины 
a, Би с соответственно. 

См. также задачи 15.8, 15.9, 15.11, 15.12, а), 16.13, 16.14, 

16.18 —16.20, 18.24. 

$ 9. Окружность Аполлония 

8.59. Постройте треугольник по a, fh, и b/c. 
8.60. Постройте треугольник АВС, если известны длина 

биссектрисы CD и длины отрезков AD и BD, на которые 
она делит сторону АВ. 
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8.61. Ha прямой даны четыре точки А, В, С, О в указан- 
ном порядке. Постройте точку М, из которой отрезки АВ, 
ВС, СР видны под равными углами. 

8.62. На плоскости даны два отрезка АВи А’В’. Постройте 
точку О так, чтобы треугольники AOB и А'ОВ’ были 
подобны (одинаковые буквы обозначают соответственные 
вершины подобных треугольников). 

8.63. Точки Аи В лежат на диаметре данной окружности. 
Проведите через них две равные хорды с общим концом. 

$ 10. Разные задачи 

8.64. а) На параллельных прямых аи b даны точки A и В. 
Проведите через данную точку С прямую /, пересекающую 
прямые а и Db в таких точках A, и B,, что АА, =ВВ.. 

6) Проведите через точку С прямую, равпоудаленную от 
данных точек Аи В. 

8.65. Постройте правильный десятиугольник. 
8.66. Постройте прямоугольник с данным отношением 

сторон, зная по одной точке на каждой из его сторон. 
8.67. Даны диаметр АВ окружности и точка С на нем. 

Постройте на этой окружности точки Х и У, симметричные 

относительно прямой АВ, так, чтобы прямые АХ и YC 

были перпендикулярными. 
См. также задачи 15.7, 16.15, 16.16, 16.21, 17.9— 171, 

17.27—17.29, 18.41. 

$ 11. Необычные построения 

8.68. С помощыюо циркуля и линейки разделите угол 19° 
на 19 равных частей. 

8.69. Докажите, что угол величиной n°, где п— целое 

число, не делящееся па 3, можно разделить на п равных 
частей с помощью циркуля и линейки. 

8.70. На клочке бумаги нарисованы две прямые, об- 
разующие угол, вершина которого лежит вне этого клочка. 
С помощью циркуля и линейки проведите ту часть биссек- 
трисы угла, которая лежит на клочке бумаги. 

8.71. С помощыо двусторонней линейки постройте центр 
данной окружности, диаметр которой больше ширины ли- 
нейки. 

8.72. Даны точки А и В, расстояние. между которыми 
больше 1 м. С помощью одной лишь линейки, длина которой 
равна 10 см, постройте отрезок АВ. (Линейкой можно только 
проводить прямые линии.) 
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8.73. На окружности радиуса а дана точка. С помощью 
пятикопеечной монеты радиуса а постройте точку, диамет- 
рально противоположную данной. 

$ 12. Построения одной линейкой 

В задачах этого параграфа требуется выполнить указанные 
построения с помощью одной линейки без циркуля. С помощью 
одной линейки почти никаких построений выполнить нельзя. На- 
пример, нельзя даже построить середину отрезка (задача 30.59). Но 
если на плоскости проведены какие-либо вспомогательные линии, 
то можно выполнить многие построения. В случае, когда на 
плоскости нарисована вспомогательная окружность и отмечен ее 
центр, то с помощью линейки можно выполнить все построения, 
которые можно выполнить с помощью линейки и циркуля. При 
этом, правда, считается, что окружность построена, если построен 
ее центр и одна ее точка. 

Замечание. Если на плоскости нарисована окружность, но не 
отмечен ее центр, то с помощью одной линейки построить центр 
нельзя (задача 30.60). 

8.74. Даны две параллельные прямые. С помощью одной 
линейки разделите пополам отрезок, лежащий на одной из 
данных прямых. 

8.75. Даны две параллельные прямые и отрезок, лежащий 
на одной из них. Удвойте этот отрезок. 

8.76. Даны две параллельные прямые. Разделите отрезок, 
лежащий на одной из них, на п равных частей. 

8.77. Даны две параллельные прямые и точка Р. Про- 
ведите через точку Р прямую, параллельную данным прямым. 

8.78. Даны окружность, ее диаметр АВ и точка Р. 
Проведите через точку Р перпендикуляр к прямой АВ. 

8.79. Докажите, что если на плоскости даны какая-нибудь 
окружность 5 и ее центр О, то с помощью одной линейки 
можно: 

а) из любой точки провести прямую, параллельную 
данной прямой, и опустить на данную прямую перпендикуляр; 

6) на данной прямой от данной точки отложить отрезок, 
равный данному отрезку; 

в) построить отрезок длиной ab/c, где а, 6, с— длины 

данных отрезков; 
г) построить точки пересечения данной прямой [с ок- 

ружностью, центр которой — данная точка 4, а радиус равен 
длине данного отрезка; 

д) построить точки пересечения двух окружностей, центры 
которых — данные точки, а радиусы — данные отрезки. 

См. также задачу 6.97. 
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‚$ 13. Построения с помощью двусторонней линейки 

В задачах этого параграфа требуется выполнить построения 
с помощью линейки с двумя параллельными краями (без циркуля). 
С помощью двусторонней линейки можно выполнить все построения, 
выполнимые с помощыю циркуля и линейки. 

Пусть а— ширина двусторонней линейки. С помощью этой 

линейки можно выполнять следующие элементарные построения: 
.,‚ 1) проводить прямую через две данные точки; 

2) проводить прямую, параллельную данной и удаленную от 
нее на расстояние а; 

3). через две данные точки A и В, где АВ>а, проводить пару 
параллельных прямых, расстояние между которыми равно а (таких 
пар прямых две). 

8.80. а) Постройте биссектрису данного угла АОВ. 
6) Дан острый угол АОВ. Постройте угол ВОС, биссек- 

трисой которого является луч OA. 

8.81. Восставьте перпендикуляр к данной прямой /[ в дан- 
ной точке А. 

8.82. а) Через данную точку проведите прямую, парал- 
лельную данной прямой. 

6) Постройте середину данного отрезка. 
8.83. Даны угол АОВ, прямая [ и точка Р на ней. 

Проведите через точку Р прямые, образующие с прямой 

/ угол, равный углу AOB. 
8.84. Даны отрезок АВ, непараллельная ему прямая 

[Г и точка М на ней. Постройте точки пересечения прямой 
[ с окружностью радиуса АВ с центром М. 

8.85. Дапы прямая / и отрезок OA, параллельный /. 
Постройте точки пересечения прямой / с окружностью радиуса 

ОА с центром О. 
8.86. Даны отрезки О, А, и О›4А,. Постройте радикальную 

ось (см. с. 66) окружностей радиуса О.А, и OA, с центрами 

O, и О, соответственно. 

$ 14. Построения с помощью прямого угла 

В задачах этого параграфа требустся выполнить указанные 
построения с помощью прямого угла. Прямой угол позволяет 
выполнить следующие элементарные построения: 

а) расположить прямой угол так, чтобы одна его сторона лежала 
на данной прямой, а другая сторона проходила через данную точку; 

6) расположить прямой угол так, чтобы сго вершина лежала 
на данной прямой, а стороны проходили через две данные точки 
(если, конечно, для данной прямой и точск вообще существует 
такое положение прямого угла). 

Расположив прямой угол одним из указанных способов, можно 
провести лучи, соответствующие cro сторонам. 

207



8.87. Проведите через данную точку А прямую, парал- 
лельную данной прямой [. 

8.88. Дан отрезок АВ. Постройте: 
а) середину отрезка АВ; 
6) отрезок АС, серединой которого является точка В. 
8.89. Дан угол АОВ. Постройте: 
а) угол, вдвое больший угла АОВ; 

6) угол, вдвое меньший угла AOB. 
8.90. Даны угол АОВ и прямая [. Проведите прямую 

[ Tak, что угол между прямыми [Ги [ равен углу АОВ. 
8.91. Даны отрезок АВ, прямая [ и точка О на ней. 

Постройте на прямой [ такую точку Х, что ОХ=АВ. 
8.92. Дан отрезок OA, параллельный прямой [. Постройте 

точки, в которых окружность радиуса OA с центром О пе- 
ресекает прямую /. 

Задачи для самостоятельного решения 

8.93. Постройте прямую, касающуюся двух данных окру- 
жностей (разберите все возможные случаи). 

8.94. Постройте треугольник, если известны отрезки, на 
которые высота делит основание и медиана, проведенная 
к боковой стороне. 

8.95. Постройте параллелограмм ABCD по вершине 
А и серединам сторон ВС и CD. 

8.96. Постройте трапецию, боковые стороны которой 
лежат на данных прямых, диагонали пересекаются в данпой 
точке, а одно из оснований имеет данную длину. 

8.97. Даны две окружности. Проведите прямую так, чтобы 
она касалась одной окружности, а вторая окружность вы- 
секала на ней хорду данной длины. 

8.98. Проведите через вершину С треугольника АВС 
прямую / Tak, чтобы площади треугольников АД, С и ВВ, С, 
где A, и В, — проекции точек A и В на прямую /, были равны. 

8.99. Постройте треугольник АВС по сторонам АВ и AC, 
зная, что биссектриса AD, медиана ВМ и высота CH 
пересекаются в одной точке. 

8.100. Даны точки A,, В, и Cy, делящие стороны BC, 

CA и АВ треугольника АВС в отношении 1:2. Восстановите 
по ним треугольник АВС. 

Решения 

8.1. Построим отрезок ВС длины а. Центр О описанной окру- 

жности треугольника АВС является точкой пересечения двух окру- 

жностей радиуса К с центрами в точках В и С. Выберем одну из 
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этих точек пересечения и построим описанную окружность 5 треуголь- 

ника АВС. Точка А является точкой пересечения окружности 

S и прямой, параллельной прямой ВС и отстоящей от нее Ha 

расстояние й, (таких прямых две). 

8.2. Построим точки А, и В, на сторонах ВС и АС соответственно 

так, что BA,:A,C=1:3 "4 АВ,: В.С =1:2. Пусть точка Х лежит внутри 

треугольника АВС. Ясно, что 5двх:5всх=1:2 тогда и только тогда, 

когда точка Х лежит на отрезке BB,, и Sygy: элсх=1:3 тогда и только 

тогда, когда точка Х лежит на отрезке AA,. Поэтому искомая точка 

М является точкой пересечения отрезков AA, и ВВ.. 

8.3. Пусть О — центр данной окружности, АВ — хорда, проходя- 

щая через точку P, М — середина АВ. Тогда | АР-ВР| =2РМ. Так 

как / РМО=90°, точка М лежит на окружности 5 с диаметром 

ОР. Построим хорду РМ окружности 5 так, что РМ=а/2 (таких 

хорд две). Искомая хорда задается прямой РМ. 

8.4. Пусть К — радиус данной окружности, О — ее центр. Центр 

искомой окружности лежит на окружности 5 радиуса R+r с центром 

0. С другой стороны, ее центр лежит на прямой /, параллельной 

данной прямой и удаленной от нее на расстояние г (таких прямых 

две). Любая точка пересечения окружности 5 и прямой [ может 

служить центром искомой окружности. 

8.5. Пусть К — радиус окружности 5, О — ее центр. Если окру- 

жность 5 высекает на прямой, проходящей через точку A, хорду 

РО и М — середина РО, то ОМ?*=00?*-—МО?= 
= А? — 42/4. Поэтому искомая прямая касается окружности радиуса 

\/В?—4? 14 с центром 0. 
8.6. Возьмем на прямых АВ и СО точки Е и Е так, чтобы 

прямые BF и CE имели заданные направления. Рассмотрим всевоз- 

можные параллслограммы PORS с за- 

данными направлениями сторон, вер- 0 

шины Ри К которых лежат на лучах 

ВА и CD, а вершина О — на стороне 

ВС (рис. 85). Докажем, что геомет- 

рическим местом вершин 5 является 

отрезок ЕР. В самом деле, 

SR РО BQ FR 
— = — = — = —, т. е. точка 5 лежит 
EC EC BC FC 

на отрезке EF. Обратно, если точка 

5’ лежит на отрезке EF, то проведем 

S'P'||BF, Р’ОЕС и О’ВВЕ (P’, Q’, а C 
К’ — точки на прямых Рис. 85 

5’Р’ Р’Е Q'C O'R’ 

AB, BC, CD). Тогда =—=——=——_, т.е 5’Р’=О’К’ 
ВЕ ВЕ ВС ВЕ 

и Р’О’К’5’ — параллелограмм. 
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Из этого вытскает следующее построение. Строим сначала точки 

Eu Е. Вершина S' является точкой пересечения отрезков AD и EF. 

Дальнейшее построение очевидно. 

8.7. Предположим, что треугольник АВС построен. Пусть 

A, и С, середины сторон СВ и AB. Так как C,A,||AC, то 

LA,C,B= LA. Из этого вытекает следующее построение. Построим 

сначала отрезок СВ длиной а и его середину A,. Точка С, является 

точкой пересечения окружности радиуса т; с центром С и Ду 

окружностей, из которых отрезок A,B виден под углом А. Построив 

точку Cy, отложим на луче BC, отрезок BA=2BC,. Тогда A— 

искомая вершина треугольника. 

8.8. Предположим, что искомый треугольник построен и C— 

вершина его прямого угла. Так как / АСВ=90°, точка С лежит 

на окружности 5 с диаметром АВ. Поэтому точка С является 

точкой пересечения окружности 5 и данной окружности. Построив 

точку С и проведя прямые СА и АВ, найдем оставшиеся вершины 

искомого треугольника. 

8.9. Предположим, что прямоугольник АВСР построен. Опустим 

из точки Р перпендикуляр PR на прямую ВС. Точку К можно 

построить, так как она лежит на окружности с диаметром РО 

и PR=AB=a. Построив точку К, строим прямые ВС и AD 

и опускаем на них перпендикуляры из точек М и М. 

8.10. Предположим, что треугольник АВС построен, АН — высота, 

АР — биссектриса,› АМ — медиана. Согласно задаче 2.67 точка D ле- 

жит между М и Н. Точка Е пересечения прямой AD и перпендикуляра, 

проведенного из точки М к стороне ВС, лежит на описанной 

окружности треугольника АВС. Поэтому центр О описанной окру- 

жности лсжит на перссечении ссрединного перпендикуляра к отрезку 

AE и псрпендикуляра к сторонс BC, провсденного через точку М. 

Последовательность построений такова: на произвольной прямой 

(которая в дальнейшем окажется прямой ВС) строим точку Н, 

затем последовательно строим точки A, D, М, E, О. Искомые 

вершины В и С треугольника АВС являются точками перессчения 

исходной прямой с окружностью радиуса OA с центром О. 

8.11. Предположим, что треугольник АВС построен и О — центр 

ero вписанной окружности. Тогда / BOC=90°+ 1 A/2 (задача 5.3). 

Из точки О отрезок ВС виден под углом 90°+ / A/2, и она удалена 

на расстояние г от прямой ВС, поэтому ее можно построить. Затем 

строим вписанную окружность и проводим к ней касательные из 

точек Ви С. 

8.12. Построим произвольный треугольник с углами Аи Ви най- 

дем его периметр P,. Искомый треугольник подобен построенному 

треугольнику с коэффициентом P/P,. 

8.13. Предположим, что треугольник АВС построен. Пусть AA,, 

BB, и СС, —его медианы, М — точка их пересечения, М’ — точка, 
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симметричная М относительно точки A,. Тогда MM'= 

=2m,/3, MC=2m,/3 и М’С=2т,/3, поэтому треугольник MM'C 

можно построить. Точка А симметрична М’ относительно точки М, 

а точка В симметрична С относительно середины отрезка ММ’. 

SSS 1 1 1 
8.14. Ясно, что BC: АС: АВЕ =. Возьмем произ- 

с 

Больный отрезок В’С’ и построим треугольник А’В’С’ так, чтобы 

ВС’: A'C' =h,:h, и B’C':A'B’=h,:h,. Пусть й,— высота треугольника 

А’В’С’, опущенная из вершины А’. Искомый треугольник подобен 

треугольнику А’В’С’ с коэффициентом й./й.. 

8.15. Возьмем на стороне АВ произвольную точку К’ опустим 

из Hee перпендикуляр К’Г’ на сторону BC, а затем построим 

квадрат K’L’M’'N’, лежащий внутри угла АВС. Пусть прямая ВМ’ 

пересекает сторону АС в точке № Ясно, что искомый квадрат 

является образом квадрата K’L’M’'N' при гомотетии с центром 

В и коэффициентом BN: BN’. 

8.16. Предположим, что искомый треугольник АВС построен. 

Пусть О — точка касания вписанной окружности со стороной BC, 

РО — диаметр этой окружности, К—точка касания `вневписанной 

окружности со стороной ВС. Ясно, что BR=(a+b+c)/2—-—c= 

=(a+b—c)/2 и BQ=(a+c—b)/2. Поэтому КО=|ВЕ-ВО|=|Ь-с|. 
Вписанная окружность треугольника АВС и вневписанная окружность, 

касающаяся стороны BC, гомотетичны с центром гомотетии A. 

Поэтому точка А лежит на прямой PR (рис. 86). 

Из этого вытекает следующее построение. Строим прямоугольный 

треугольник РОК по известным катетам РО=2г и КО=|Ь-—с|. Затем 

проводим две прямые, параллельные прямой КО и удаленные от 

нее на расстояние й,. Вершина А является точкой пересечения одной 

из этих прямых с лучом RP. Tak как длина диаметра РО вписанной 

окружности известна, ее можно построить. Точки пересечения ка- 

сательных к этой окружности, проведенных из точки A, с прямой 

КО являются вершинами В и С треугольника. 

8.17. Предположим, что треугольник АВС построен. Пусть 

М — точка пересечения медиан AA, и BB,. Тогда AM=2m,/3 

и BM=2m,/3. Треугольник ABM можно построить по длинам 

сторон АВ=с, АМ и ВМ. Затем на лучах АМ и ВМ откладываем 

отрезки АА, =т, и ВВ, =ть. Вершина С является точкой пересечения 

прямых AB, и A,B. 

8.18. Предположим, что треугольник АВС построен. Пусть 

Н — основание высоты, опущенной из вершины А. Прямоугольный 

треугольник ACH можно построить по гипотенузе АС=Ь и катету 

АН=й,. Затем на прямой СН строим точку В так, что CB=a. 

8.19. Предположим, что треугольник АВС построен. Опустим 

из середины A, стороны BC перпендикуляры A,B’ и АС’ на 

прямые AC и АВ соответственно. Ясно, что АА, =т, А, В’=й,/2 
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и A,C’'=h,/2. Из этого вытекает следующее построение. Строим 

отрезок AA, длиной m,. Затем строим прямоугольные треугольники 

АА, В’ и АА,С’ по извсстным катетам и гипотенузе так, чтобы они 

лежали по разные стороны от прямой AA,. Остается построить точки 

Ви С на сторонах AC’ u АВ’ угла С’АВ’ так, чтобы отрезок ВС 

делился точкой A, пополам. Для этого отложим на луче AA, отрезок 

AD=2AA,, а затем проведем через точку D прямые, параллельные 

сторонам угла С’АВ’. Точки пересечения этих прямых со сторонами 

угла С’АВ’ являются вершинами искомого треугольника (рис. 87). 
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8.20. Построим угол В’'АС’, равный /А. Точка В строится как 

перессчение луча АВ’и прямой, параллельной лучу АС’ и удалепной 

от него на расстояние fh, Аналогично строится точка С. 

8.21. Предположим, что треугольник АВС постросн. Опустим 

из точки В высоту ВН и проведем медиану BB,. В прямоугольных 

треугольниках СВН и B,BH известны катет ВН и гипотенузы CB 

и В, В, поэтому их можно построить. Затем на луче CB, откладываем 

отрезок CA=2CB,. Задача имест два решения, так как треугольники 

CBH и В ВН можно строить’ либо по одну, либо по разные 

стороны от прямой ВН. 

8.22. Предположим, что треугольник АВС построен. Пусть 

М — ссредина отрезка ВС. Опустим из точки А высоту AH, а из 

точки М — перпенлдикуляр MD на сторону АС. Ясно, что MD=h,/2. 

Поэтому треугольникк AMD и АМН можно построить. Вершина 

С являстся точкой пересечения прямых AD и МН. На луче CM 

откладывасм отрезок СВ=2СМ. Задача имсет два решения, так как 

треугольники AMD и АМН можно строить либо по одну, либо 

по разные стороны от прямой АМ. 

8.23. Предположим, что трсугольник АВС построен. Пусть Ау, 

В; и С, — середины сторон ВС, СА и АВ соответственно. В треуголь- 

нике CC,B, известны все стороны: CC,=m,, C,B,=a/2 и СВ, =61[2, 

поэтому его можно построить. Точка А симметрична С относительно 

точки B,, а точка В симметрична А относительно точки С.. 
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8.24. Предположим, что треугольник АВС построен, АМ — его 

медиана, АН — высота. Пусть точка A’ симметрична А относительно 

точки М. 

Построим отрезок АА’=2т,. Пусть М — его середина.. Построим 

прямоугольный треугольник АМН с гипотенузой АМ и катетом 

AH=h,. Точка С лежит на дуге окружности, из которой отрезок 

АА...виден под углом 180°—1А, так как LACA‘=180°— / CAB. 

Поэтому точка С является точкой пересечения этой дуги и прямой 

МН. Точка В симметрична С относительно точки М. 

8.25. Предположим, что треугольник АВС построен. Пусть 

СР — его биссектриса. Проведем прямую MD, параллельную стороне 

ВС (точка М лежит на стороне АС). Треугольник CMD равнобед- 

ренный, Tak как LMCD=LDCB=LMDC. Поскольку МС:АМ = 

=DB:AD=CB:AC=a:b и AM+MC=6b, то MC=ab/(a+b). Строим 
равнобедренный треугольник CMD по основанию СР =[ и боковым 

сторонам МР=МС=аь/(а-+Ь). Затем на луче СМ откладываем 
отрезок CA=b, а на луче, симметричном лучу СМ относительно 

прямой CD, откладываем отрезок СВ=а. | 

8.26. Предположим, что треугольник АВС построен. Пусть 

5, — вневписанная окружность, касающаяся стороны ВС. Обозначим 

точки касания окружности 5, с продолжениями сторон АВ и АС 

через К и Г, а точку касания 5, со стороной ВС обозначим через 

М. Так как AK=AL, AL=AC+CM и АК=АВ+ ВМ, то AK=AL=p. 

Пусть 5, — окружность радиуса й, с центром А. Прямая ВС является 

общей внутренней касательной к окружностям 5, и 5.. 

Из этого вытекает следующее построение. Строим угол KAL, 

равный по величине углу A, так, что KA=LA=p. Строим окружность 

S,, касающуюся сторон угла KAL в точках К и L, и окружность 

5, радиуса fi, с центром в точке А. Затем проводим общую 

внутреннюю касательную к окружностям 5, и 55. Точки пересечения 

этой касательной со сторонами угла КАГ являются вершинами 

В и С искомого треугольника. 

8.27. Точки A, и В, лежат на окружности S с диаметром АВ. 

Центр О этой окружности лежит на серединном перпендикуляре 

к хорде A,B,. Из этого вытекает следующее построение. Сначала 

строим точку О, являющуюся. точкой пересечения серединного 

пергендикуляра к отрезку A,B, и прямой |. Затем стрсим окружность 

радиуса ОА, =ОВ, с центром О. Вершины Аи В являются точками 

пересечения окружности 5 с прямой [. Вершина С является точкой 

пересечения прямой AB, и прямой BA,. 

8.28. Пусть AB=BC и A,, В,, С, — основания биссектрис 

треугольника АВС. Тогда 1 A,C,C=L4C,CA=LC,CA,, т. е. треуголь- 

ник CA,C, равнобедренный и A,C=A,C,. 

Из этого вытекает следующее построение. Через точку В, 

проводим прямую /, параллельную A,C,. На прямой [ строим точ- 
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ку С так, что CA,=C,A, и £C,A,€>90°. Точка А симметрична 

точке С относительно точки В,, а вершина В является точкой 

пересечения прямых AC, и A,C. 

8.29. а) Согласно задаче 2.19,a) точки A, В и С являются 

точками пересечения продолжений высот треугольника А’В’С’ с ero 

описанной окружностью. Ее: 

6) Согласно задаче 2.19,6) точки А, Ви С являются точками 

пересечения продолжений биссектрис углов треугольника А’В’С’ с его 

описанной окружностью. 

8.30. Обозначим середины сторон ВС, СА, АВ треугольника 

через A,, В,, С, соответственно. Поскольку ВС | B,C, | В’С' 

и ОА, 1 ВС, то OA'1B’'C’. Аналогично OB’ 1 A'C’ и ОС’ А’В’, 

т.е. Ор— точка пересечения высот треугольника А’В’С’. Построив 

точку О, проводим серединные перпендикуляры к отрезкам OA’, 

ОВ’, ОС’. Эти прямые образуют треугольник АВС. 

8.31. Согласно задаче 5.9 наша задача совпадает с задачей 8.29,6). 

8.32. Пусть Ор-— центр описанной окружности, М — середина 

стороны AB, Н — основание высоты, опущенной из точки С. Точ- 

ка О является серединой дуги АВ, поэтому ОО Т АВ. Из этого 

вытекает следующее построение. Сначала по трем данным точкам 

строим описанную окружность 5 треугольника РОК. Точка С является 

точкой перссечения прямой, проведенной через точку Р параллельно 

ОО, и окружности 5. Точка М является точкой пересечения прямой 

ОО и прямой КС. Прямая АВ проходит через точку М и перпен- 

дикулярна ОО. 

8.33. Согласно задаче 5:2 точки А, Ви С являются основаниями 

высот треугольника A,B,C,. 

8.34. Пусть Н,-—точка пересечения высот треугольника АВС. 

Согласно задаче 5.105 OM:MH,=1:2 и точка М лежит на отрезке 

OH,. Поэтому можно построить точку H,. Затем проводим прямую 

H,H°u восставляем к этой прямой в точке Н перпендикуляр I. 

Опустив из точки О перпендикуляр на прямую [, получаем точку 

С, (середину отрезка АВ). На луче С.М строим точку С так, что 

CC,:MC,=3:1. Точки А и В являются точками пересечения прямой 

[ с окружностью радиуса СО с центром О. 

8.35. Пусть О и Г центры описанной и вписанной окружностей, 

1. — центр вневписанной окружности, касающейся стороны АВ. Опи- 

санная окружность треугольника АВС делит отрезок Ш, пополам 

(задача 5.109,6), а отрезок ИП, делит пополам дугу АВ. Ясно также, 

что точки А и В лежат на окружности с диаметром П.. Из этого 

вытекает следующее построение. Строим окружность 5 с диаметром 

IT, и окружность 5, с центром О и радиусом OD, где Р — середина 

отрезка П.. Окружности 5 и 5, пересекаются в точках A и В. 

Теперь можно построить вписанную окружность треугольника АВС 

и провести к ней касательные в точках А и В. 
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8.36. Предположим, что мы построили-точки X и Y на сторонах 

АВ и ВС треугольника АВС так, что АХ=ВУ и ХУ| АС. Проведем 

УУ, | АВи У,С, | ВС (точки У, и С, лежат на сторонах АС и АВ). 
Тогда У, У=АХ = ВУ, т. с. ВУУ, С — ромб и ВУ, — биссектриса угла В. 

Из этого вытскает следующее построение. Проводим биссектрису 

BY,, затем прямую Y,Y, параллельную стороне АВ (У лежит на 

ВС): Точка Х теперь строится очевидным образом. 

..9 8.37. Пусть для определенности a<b. Предположим, что треуголь- 

ник АВС построен. Возьмем на стороне АС точку D так, что 

/ АВР = 1 ВАС. Тогда / ВрС=21ВАСи LCBD=324 ВАС- / ВАС= 

=2/ ВАС, т.е. CD=CB=a. В треугольнике BCD известны все сто- 

роны: Ср=СВ=аи DB=AD=b-—a. Построив треугольник BCD, про- 

водим луч BA, не пересекающий сторону CD, так, что 1 DBA= 

=1)8ВС/2. Искомая вершина A является точкой пересечения пря- 

мой CD и этого луча. 

8.38. Пусть точка В’ лежит на прямой [, проходящей через точку 

В параллельно АС. Стороны треугольников АВС и АВ’С высекают на 

прямой, параллельной АС, равные отрезки. Поэтому прямоугольники 

P'R'Q'S' и PRQS, вписанные в треугольники АВС и АВ’С соответст- 

венно, равны, ссли точки А, О, К’и О’ лежат на одной прямой. 

Возьмем точку В’ на прямой / так, что / B’AC=90°. В треуголь- 

ник АВ’С прямоугольник Р’К’О’5’ с данной диагональю Р’О'’вписыва- 

ется очевидным образом (Р’=А). Проведя прямую К’О’, находим 

вершины К и О искомого прямоугольника. 

8.39. Предположим, что треугольник АВС построен. Пусть 

К и Гр— точки, в которых вневписанная окружность, касающаяся 

стороны ВС, касается продолжений сторон АВ и АС соответственно. 

Так как AK=AL=p, то эту вневписанную окружность можно 

построить; остается провести к построенной окружности касательную 

через данную точку М. 

8.40. Пусть продолжение биссектрисы СР пересскает описанную 

окружность треугольника АВС (с прямым углом С) в точке Р, 

РО — диаметр описанной окружности, Ор—ее центр. Тогда 

PD:PO=PQ: PC, т.е. PD-PC=2R*=2m?2. Поэтому, проведя к окру- 

жности с диаметром СР касательную длиной /2m,, легко построить 

отрезок длиной РС. Теперь в треугольнике ОРС известны длины 

всех сторон. 

8.41. Построим точку К на стороне AC так, что АК=ВС- АВ. 

Пусть точка D лежит на отрезке АС. Равенство AD+ BD+ АВ= ВС 

эквивалентно равенству AD+ BD=AK. Для точки D, лежащей на 

отрезке AK, последнее равенство перепишется в виде AD+ BD= 

=AD+DK, a для точки D, не лежащей на отрезке AK,—B виде 

AD+BD=AD—DK. В первом случае BD=DK, а второй случай 

невозможен. Поэтому точка D является точкой перссечения середин- 

ного перпендикуляра к отрезку ВК и отрезка АС. 
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8.42. Предположим, что треугольник ABC построен. Проведем 

диаметр CD описанной окружности. Пусть О— центр описанной 

окружности, Г. — точка пересечения продолжения биссектрисы AK 

с описанной окружностью (рис. 88). 

Так как 1 АВС- 1/1 АСВ=90°, то 

[ ABD= L АСВ; поэтому ~DA=~AB. 
Ясно также, что ~BL=~LC. Следо- 

вательно, / AOL=90°. 

Из этого вытекает следующее по- 

0 строение. Строим окружность 5 с 

центром О и данным радиусом. На 

окружности S выбираем произволь- 

ную точку А. Строим точку L Ha 

окружности 5 так, что £ AOL=90°. 

Puc. 88 На отрезке AL строим отрезок AK, 

равный данной биссектрисе. Через 

точку К проводим прямую [, перпен- 

дикулярную OL. Точки перессчения прямой [ с окружностью 

5 являются вершинами В и С искомого треугольника АВС. 

8.43. Возьмем на сторонах BC и АС такие точки A, и B,, 

что PA, || AC и РВ, | ВС. Затем отложим на лучах АВ и ВА 

отрезки 4, В, =АВ, и В, А, =ВА,. Докажем, что прямая A,B, искомая. 

В самом деле, пусть К=АР/АВ. Тогда 

B,A, (1-К)а (1-К)а+(1-К)Ь CA, 

ВР а ka+kb CB, 
> 

т.е. AA,B,PCOAA,CB, и прямая A,B, проходит чсрез точку P. 

Кроме того, AA,=|(1—k)a—kb|=BB,. 
8.44. Предположим, что треугольник АВС построен. Пусть 

В, — точка касания вписанной окружности со стороной АС. В прямо- 

угольном треугольнике AOB, известны катет ОВ, =г и гипотенуза 

АО, поэтому можно построить угол OAB,, а значит, и угол ВАС. 

Пусть О, — центр описанной окружности трсугольника ABC, М— 

середина стороны ВС. В прямоугольном треугольнике ВО, М известны 

катст O,M=AH/2 (см. решение задачи 5.105) и угол BO,M (он 

равен /А или 180°—-/ А), поэтому ero можно построить. Затем 

можно определить длину отрезка OO,=./R(R—2r) (см. задачу 5.11,a)). 

Итак, можно построить отрезки длиной Ки OO, =d. 

После этого возьмем отрезок АО и построим точку О,, 

для которой AO,=R и ОО, =4 (таких точек может быть две). 

Проведем из точки А касательные к окружности радиуса г с цент- 

ром О. Искомые точки В и С лежат на этих касательных, уда- 

лены от точки О, на расстояние К и, разумеется, отличны OT точ- 

ки А. 
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8.45. Пусть расстояние между данными параллельными прямыми 

равно а. Нужно провести через точки А и В параллельные прямые 

так, чтобы расстояние между ними было равно а. Для этого 

построим окружность на отрезке АВ как на диаметре и найдем 

точки С; и С, пересечения этой окружности с окружностью радиуса 

а с центром В. Сторона искомого ромба лежит на прямой АС, 

(второе решение— на прямой AC,). Затем через точку В проводим 

прямую, параллельную АС, (соответственно АС»). 

8.46. Предположим, что четырехугольник АВСР построен. Обо- 

значим середины сторон АВ, BC, CD и DA через Р, О, Ки 5 соот- 

ветственно и середины диагоналей АС и BD через К и Г. 

В треугольнике КГ известны KS=CD/2, LS=AB/2 и угол KSL, 

равный углу между сторонами АВ и CD. Построив треугольник 

KSL, можно построить треугольник КАГ, так как известны длины 

всех его сторон. После этого достраиваем треугольники KSL и KRL 

до параллелограммов KSLQ и KRLP. Вершины A, В, С, О являются 

вершинами параллелограммов PLSA, QKPB, RLQC, SKRD (рис. 89). 

8.47. Опустим из вершин В и D перпендикуляры BB, и DD, 

на диагональ АС. Пусть для определенности ОО, > ВВ,. Построим 

отрезок длины a=DD,—BB, и проведем прямую, параллельную 

прямой АС, удаленную от АС на 

расстояние а и пересекающую сторону 

CD в некоторой точке Е. Ясно, 

что Saep =(ED/CD) Sacp= 

=(BB,/DD,)Sacp=Sasc. Поэтому ме- 

диана треугольника AEC лежит Ha 

искомой прямой. 

8.48. Пусть P, О, К-— середины 

равных сторон AB, BC, CD четырех- 

угольника ABCD. Проведем середин- 

ные перпендикуляры /, и [, к отрезкам 

РО и ОК. Поскольку AB=BC=CD, 

точки В и С лежат на прямых /, 

ul, и ВО=ОС. В 

Из этого вытекает следующее по- 

строение. Проводим серединные перпендикуляры [ и [, к отрезкам 

РО и QR. Затем через точку О проводим отрезок с концами на 

прямых /, и [, так, чтобы О была cro серединой (см. задачу 16.15). 

8.49. Пусть даны вершины А, Ви С вписанного и описанного 

четырехугольника ABCD, причем ABSBC. Тогда AD-—CD= 

=AB—BC20, поэтому на стороне AD можно отложить отрезок 

DC,, равный DC. В треугольнике AC,C известны длины сторон 

АС и АС =АВ-ВС и LAC,C=90°+ LD/2=180°— 1 B/2. Так как 

угол AC,C тупой, треугольник AC,C по этим элементам строится 

однозначно. Дальнейшее построение очевидно. 

C 

р 

Рис. 89 
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8.50. Пусть АВСР — описанная равнобедренная трапеция с oc- 

нованиями AD и ВС, причем АР>ВС; С, — проекция точки С на 

прямую AD. Докажем, что АВ=АС,. В самом деле, если Ри O— 

точки касания сторон АВ и AD с вписанной окружностью, TO 

AB=AP+ PB=AQ+BC/2=AQ+QC, =АС,. 

Из этого вытекает следующее построение. Пусть С, — проекция 

точки С на основание AD. Тогда Вб— точка пересечения прямой 

ВС и окружности радиуса AC, с центром А. Трапеция с AD<BC 

строится аналогично. 

8.51. Обозначим середины оснований AD и ВС через Г и М, 

а середину отрезка ЕЁ через М. Точки Г, О, М№ лежат на одной 

прямой (задача 19.2). Ясно, что точка М также лежит на этой 

прямой. Из этого вытекает следующее построение. Проведем через 

точку К прямую /, перпендикулярную прямой ОК. Основание AD 

лежит на прямой [. Точка Г является точкой пересечения прямой 

Ги прямой ОМ. Точка N симметрична точке L относительно точки 

М. Через точку О проведем прямые, параллельные прямым EN 

и FN. Точки пересечения этих прямых с прямой [ являются 

вершинами A и D трапеции. Вершины В и С симметричны вершинам 

А и D относительно точек Е и Е соответственно. 

8.52. Предположим, что мы построили четырехугольник ABCD 

с данными длинами сторон и данной средней линией КР (К 

и Р— середины сторон АВ и CD). Пусть A, и В, — точки, 

симметричные точкам А и В относительно точки Р. Треугольник 

АВС можно построить, так как в нем известны стороны BC, 

СА, =АР и ВА, =2КР. Достроим треугольник А, ВС до параллелог- 

рамма А, ЕВС. Теперь можно построить точку D, так _как известны 

CD и ED=BA. Воспользовавшись тем, ‘что DA=A,C, построим 

точку А. 

8.53. Используя формулы задач 6.34 и 6.35, легко выразить 

диагонали вписанного четырехугольника через его стороны. Получен- 

ные формулы можно использовать для построения диагоналей (для 

удобства следует ввести произвольный отрезок е в качестве отрезка 

единичной длины и строить отрезки длиной ра, p/q и Ip Kak 

pale, pe/q и ./pe). 
8.54. Окружность высекает на сторонах угла равные отрезки 

тогда и только тогда, когда ее центр лежит на биссектрисе угла. 

Поэтому центром искомой окружности является точка пересечения 

серединного перпендикуляра к отрезку АВ и биссектрисы данного 

угла. 

8.55. Предположим, что мы построили окружность 5’, касающу- 

юся данной окружности 5 в точке А и данной прямой [ в некоторой 

точкс В. Пусть О и О’— центры окружностей 5 и 5’ соответственно 

(рис. 90). Ясно, что точки О, О’и А лежат на одной прямой 

и О’В=О’А. Поэтому нужно построить точку О’ на прямой OA 
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Tak, чтобы O'A=O'B, где B— A’ 

основание перпендикуляра, опу- 

щенного из точки О’на прямую 

1, Для этого опустим перпенди- 

куляр ОВ’ на прямую [. Затем 

отложим на прямой АО отрезок 

ОА’ длины ОВ’. Через точку 

Я проведем прямую АВ, парал- 
лельную А’В’ (точка В лежит 

на прямой /[). Точка О’ является 

точкой пересечения прямой OA Рис 90 

и перпендикуляра к прямой I, 

проведенного через точку В. 

8.56. а) Пусть [ —серединный перпендикуляр к отрезку АВ, 

С — точка пересечения прямых [ и р а Г’ — прямая, симметричная 

[ относительно прямой /,. Задача сводится к тому, чтобы построить 

окружность, проходящую через точку А.и касающуюся прямых 

Ги Г (см. задачу 19.15). 

6) Можно считать, что центр окружности 5 не лежит на 

серединном перпендикуляре к отрезку АВ (иначе построение очевид- 

но). Возьмем произвольную точку С окружности 5 и построим 

описанную окружность треугольника АВС; она пересекает 5 в. не- 

которой точке D. Пусть М — точка пересечения прямых АВ и CD. 

Провсдем к окружности 5 касательные МР и МО. Тогда описанные 

окружности треугольников ABP и ABQ искомые, так как 

MP*=MQ*=MA- MB. 

8.57. Предположим, что мы построили окружности S,, S, и 5., 

попарно касающиеся в данных точках: 5, и S, касаются в точке 

С; 5, и 5, —в точке В; 9, и 9. —в точке А. Пусть O,, О, 

и О, — центры окружностей S,, S, и 9.. Тогда точки A, Ви С лежат 

на сторонах треугольника O,O,0,, причем O,B=O0,C, O,C=0,A 

и О, А=О.В. Поэтому точки A, Ви С являются точками касания 

вписанной окружности треугольника O,O,0, со сторонами. 

Из этого вытекает следующее построение. Строим описанную 

окружность треугольника АВС и проводим к ней касательные 

в точках A, Ви С. Точки пересечения этих касательных являются 

центрами искомых окружностей. 

8.58. Предположим, что мы построили окружность 5, касательные 

AA,, BB, и СС, к которой имеют длины а, Б и с соответственно 

(A,, В, и С, —точки касания). Построим окружности 5,, 5, и 5, 

с центрами A, Ви Си радиусами а, Б и с соответственно (рис. 91). 

Если О — центр окружности 5, то отрезки OA,, OB, и OC, являются 

как радиусами окружности 5, так и касательными к окружностям 

S, S, И ©. Поэтому точка О является радикальным центром 

окружностей S,, S, и 5, (см. § 10 гл. 3). 
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Из этого вытекает следующее по- 

строение. Сначала строим окружности 

S,, 5, И S,. Затем строим их радикальный 

центр О. Искомая окружность являстся 

окружностью с центром О и радиусом, 

равным по длине касательной, прове- 

денной из точки О к окружности 5.. 

8.59. Построим сначала отрезок ВС 

длиной а. Затем построим ГМТ Х, для 

которых СХ: ВХ=Ь:с (см. задачу 7.14). 

В качестве вершины А можно взять 

любую из точек пересечения этого ГМТ 

с прямой, удаленной от прямой ВС на 

расстояние Й.. 

Рис. 91 8.60. По длинам отрезков AD u BD 

можно построить отрезок АВ и точку 

О на этом отрезке. Точка С является точкой пересечения окружности 

радиуса CD с центром В и TMT X, для которых AX: ВХ= АР: BD. 

8.61. Пусть Хр— точка, не лежащая на прямой АВ. Ясно, что 

1 АХВ=1ВСХ тогда и только тогда, когда АХ:СХ= АВ: СВ. 

Поэтому точка М является точкой пересечения ГМТ Х, для которых 

АХ: СХ=АВ: СВ, и TMT У, для которых BY:DY=BC:DC (эти 

ГМТ могут не пересекаться). 

8.62. Нужно построить точку О, для которой АО: A’O=AB:A'B' 

и ВО: В’О=АВ: А’В’. Точка О является точкой пересечения TMT 

X, для которых AX:A'X=AB:A'B', и FMT У, для которых 

ВУ: В'У=АВ: А’В’. 

8.63. Пусть О— центр данной окружности. Хорды ХР и ХО, 

проходящие через точки А и В, равны тогда и только тогда, когда 

ХО — биссектриса угла РХО, т.е. АХ: ВХ = АО: ВО. Искомая точка 

Х является точкой пересечения соответствующей окружности Апол- 

лония с данной окружностью. 

8.64. а) Если прямая [ не пересекает отрезок AB, то АВВ. А, — 

параллелограмм и [|АВ. Если прямая [ пересекает отрезок 

AB, то АА,ВВ, — параллелограмм и [ проходит через середину 

отрезка АВ. 

6) Одна из искомых прямых параллельна прямой АВ, а другая 

проходит через середину АВ. 

8.65. Построим окружность радиуса | и проведем в ней два 

перпендикулярных диамстра АВ и СР. Пусть О — центр окружности, 

М — середина отрезка OC, Р— точка пересечения прямой АМ и oxpy- 

1 5 
жности с диаметром ОС (рис. 92). Тогда AM*=1+7=7, а значит, 

AP=AM-— PM =(./5—1)/2=2 sin 18° (см. задачу 5.46), т.с. AP— 
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Puc. 92 

длина стороны правильного десятиугольника, вписанного в данную 

окружность. 

8.66. Предположим, что мы построили прямоугольник PORS так, 

что данные точки А, В, С, D лежат на сторонах РО, QR, RS, SP 

соответственно и РО:ОК=а, где а— данное отношение сторон. Пусть 

F— точка пересечения прямой, проведенной через точку D перпендику- 

лярно к прямой AC, и прямой ОК. Тогда ОЕ: АС=а. 

Из этого вытекает следующее построение. Из точки D проводим 

луч, пересекааощий отрезок АС под прямым углом, и на этом луче 

строим точку F так, что DF=a-AC. Сторона ОК лежит на прямой 

ВЕ. Дальнейшее построение очевидно. | 

8.67. Предположим, что точки Хи Y, обладающие требуесмыми 

свойствами, построены. Обозначим точку пересечения прямых АХ 

и УС через М, а точку пересечения прямых АВ и ХУ через К. 

Прямоугольные треугольники АХК и УХМ имеют общий острый 

угол Х, поэтому / ХАК= 1 ХУМ. Углы ХАВ и ХУВ опираются 

на одну дугу, поэтому 1 ХАВ= 1 ХУВ. Следовательно, 

LXYM=LXYB. Так как XY АВ, то К— середина отрезка СВ. 

Обратно, ссли К — середина отрезка CB, то / МУХ= 1 ВУХ= 

=ДХАВ. Треугольники АХК и ТХМ имеют общий угол 

Хи LXAK=LXYM, поэтому £ УМХ= 1 АКХ =90°. 

Из этого вытекает следующее построение. Через середину 

К отрезка СВ проводим прямую [ перпендикулярную прямой АВ. 

Точки Х и У „являются точками пересечения прямой [ с данной 

окружностью. 

8.68. Если ссть угол величиной а, то можно построить углы 

величиной 2a, 30 и т. д. Так как 19`19°=361°, то можно построить 

угол 361°, совпадающий с углом 1°, 

8.69. Построим сначала угол 36° (см. задачу 8.65). Затем можно 

построить угол (36° -— 30°) /2 = 3°. Если п не делится на 3, то, имея 

углы n° и 3°, можно построить угол 1°. В самом деле, если 

n=3k+1, то 1°=n°—k-3°, а если n=3k+2, то 1°=2,°- (2+1): 3°. 
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8.70. Последовательность построений такова. Выберем на клочке 

бумаги произвольную точку О и произведем гомотетию с центром 

О и достаточно малым коэффициентом К так, чтобы образ точки 

пересечения данных прямых при этой гомотетии оказался на клочке 

бумаги. Тогда можно построить биссектрису угла между образами 

прямых. Затем произведем гомотетию с прежним центром и ко- 

эффициентом 1/К и получим искомый отрезок биссектрисы. 

8.71. Построим с помощью двусторонней линейки две парал- 

лельные хорды АВ и CD. Пусть Ри Ор— точки пересечения прямых 

АС и BD, AD и BC. Тогда прямая РО проходит через центр 

данной окружности. Построив аналогично еще одну такую прямую, 

найдем центр окружности. 

8.72. Проведем через точку А два луча р и а, образующие 

угол маленькой величины, содержащий точку В (лучи можно 

построить, переставляя линейку). Через точку В проведем отрезки 

PQ, и Р.О (рис. 93). Если РО < 10см и P,Q, <10 см, то можно 

0 

Рис. 93 

построить точку О, в которой пересекаются прямые РО и P,Q,. 

Проведем через точку О прямую P,Q,. Если РО, < 10 см 

и P,Q <10 см, то можно построить точку В’, в которой пересекаются 

прямые PQ, и P,Q. Если ВВ’ < 10 см, то можно построить прямую 

ВВ’, а эта прямая проходит через точку А (см. задачу 5.67). 

8.73. Построение будет основано на том факте, что если 

Аи В— точки пересечения равных окружностей с центрами Ри О, 

то РА= ВО. Пусть 5, — исходная окружность, А, — данная точка. 

Через точку A, проведем окружность S,, через точку A, пересечения 

окружностей 5, и 5, — окружность 5., через точку A, пересечения 

окружностей 5, и 5, — окружность S,, наконец, через точки В, 

и А. пересечения окружностей 5, и 9, с окружностью 5. — окружность 

55. Докажем, что точка В, пересечения окружностей Ss и Sy 

искомая. Пусть О, — центр окружности S;. Тогда A "0, = =O,, ,A4,= 

=A,0,=0,A, = В < ,0,=0, В, . 
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Замечание. Точек пересечения окружностей 5, и 5. две; 

в качестве точки В, можно выбирать любую из них. 

8.74. Пусть АВ— данный отрезок, Рб— произвольная тачка, не 

лежащая на данных прямых. Построим точки С и D пересечения 

второй из данных прямых с прямыми РА и РВ соответственно 

и. точку О пересечения прямых AD и ВС. Согласно задаче 19.2 

прямая РО проходит через середину отрезка АВ. 

„г; 8.75. Пусть АВ — данный отрезок, а Си Р — произвольные точки 

на второй данной прямой. Согласно предыдущей задаче можно 

построить точку М — середину отрезка CD. Пусть Р — точка пересече- 

ния прямых АМ и BD, Е— точка пересечения прямых РС и AB. 

Докажем, что ЕВ— искомый отрезок. Поскольку АРМСсоАРАЕ 

и АРМОсАРАВ, то 

АВ АВ АЕ MD МС _МЬ_ 

AE AP AP МР`МР MC | 

8.76. Пусть AB— данный отрезок, a Си Р— произвольные точки 

на второй данной прямой. Согласно предыдущей задаче можно 

построить такие точки D,=D, D,,...,D,, что все отрезки D,D,,, 

равны отрезку CD. Пусть Р— точка пересечения прямых AC и BD,, 

а В,, ..., В,_, точки Пересечения прямой АВ с прямыми 

PD,,.... РО,_, соответственно. Ясно, что точки B,,..., В делят 

отрезок АВ на п равных частей. 

8.77. Возьмем на одной из данных прямых отрезок: АВ и постро- 

им его середину М (см. задачу 8.74). Пусть A, и М, — точки 

пересечения прямых РА и РМ со второй данной прямой, О — точка 

пересечения прямых BM, и МА,. Легко проверить, что прямая РО 

параллельна данным прямым. 

8.78. В случае, когда точка Р не лежит на прямой AB, мож- 

но воспользоваться решением задачи 3.36. Если же точка Р ле- 

жит на прямой АВ, то мы можем сначала опустить перпендику- 

ляры [ и [, из каких-нибудь других точек, а затем согласно 

задаче 8.77 провести через точку Р прямую, параллельную пря- 

мым [и [.. 

8.79. а) Пусть А — данная точка, [— данная прямая. Рассмотрим 

сначала случай, когда точка О не лежит на прямой [. Проведем через 

точку О две произвольные прямые, пересекающие прямую [ в точках 

Ви С. Согласно задаче 8.78 в треугольнике ОВС можно опустить 

высоты на стороны ОВ и ОС. Пусть Н — точка их пересечения. Тогда 

можно провести прямую ОН, которая перпендикулярна [. Согласно 

задаче 8.78 можно опустить перпендикуляр из точки А на OH. Это 

и есть искомая прямая, проходящая через A и параллельная |. Чтобы. 

из А опустить перпендикуляр на /, нужно восставить из О перпендику- 

map Г к OH, а затем из А опустить перпендикуляр на /’. В случае, 

когда точка О лежит на прямой [, согласно задаче 8.78 можно сразу 
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опустить из точки А перпендикуляр /' Ha прямую /, a затем из той же 

точки А восставить перпендикуляр к прямой Г. 

6) Пусть [— данная прямая, А — лежащая на ней данная точка 

и ВС — данный отрезок. Проведем через точку О прямые OD и OE, 

параллельные прямым [ и ВС соответственно (D и Е точки 

пересечения этих прямых с окружностью 5). Через точку С проведем 

прямую, параллельную ОВ, до пересечения с прямой OE в точке 

Е, через Е— прямую, параллельную ED, до пересечения с OD 

в точке С и, наконец, через С — прямую, параллельную OA, до 

пересечения с / в точке A. Тогда AH=OG=OF=BC, т.е. AH— 

требуемый отрезок. . 

в) Возьмем две произвольные прямые, пересекающиеся в точке 

Р. Отложим на одной из них отрезок РА=а, а на другой — отрезки 

PB=b и PC=c. Пусть Р — точка пересечения прямой РА с прямой, 

проходящей через В и параллельной АС. Ясно, что PD=ab/c. 

г) Пусть Н — гомотетия (или параллельный перенос), переводя- 

щая окружность с центром А и радиусом г в окружность 5 (т. е. 

в заданную окружность с отмеченным центром О). Так как радиусы 

обеих окружностей известны, можно построить образ любой точки 

Х при отображении Н. Для этого нужно через точку О провести 

прямую, параллельную прямой АХ, и отложить на ней отрезок, 

равный г.'АХ/г, где г, — радиус окружности 9. Аналогично строится 

образ любой точки при отображении Н`'. Поэтому можно построить 

прямую Г=Н(Г) и найти точки ее пересечения с окружностью 5, 

а затем построить образы этих точек при отображении Н`'. 

д) Пусть А и Вр— центры данных окружностей, СЫ—- одна из 

точек, которые нужно построить, СН — высота треугольника АВС. 

Записав теорему Пифагора для треугольников ACH и ВСН, получим, 

что AH=(b?+c?—a’)/2c. Величины a, Б и с известны, поэтому 
можно построить точку Н и точки пересечения прямой СН с одной 

из данных окружностей. 

8.80. а) Проведем прямые, параллельные прямым OA и OB, 

удаленные от последних на расстояние а и пересекающие стороны 

угла. Точка пересечения этих прямых лежит на искомой биссектрисе. 

6) Проведем прямую, параллельную ОВ, удаленную от последней 

на расстояние а и пересскающую луч OA в некоторой точке М. 

Через точки О и М проведем другую пару параллельных прямых, 

расстояние между которыми равно а; прямая, проходящая через 

точку О, содержит искомую сторону угла. 

8.81. Проведем через точку А произвольную прямую, а затем 

проведем прямые [ и /,, параллельные ей и удаленные от нее на 

расстояние а; эти прямые пересекают прямую [ в точках М, и М.. 

Через точки А и М, проведем еще одну пару параллельных прямых 

[ и 1, расстояние между которыми равно а. Точка пересечения 

прямых [ и [/ лежит на искомом перпендикуляре. 
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8.82. Проведем прямую, параллельную данной и удаленную OT 

нее на расстояние а. Теперь можно воспользоваться результатами 

задач 8.77 и 8.74. 

8.83. Проведем через точку Р прямые PA, ||OA и РВ, | ОВ. Пусть 

прямая РМ делит пополам угол между прямыми [и PA,. При симметрии 

относительно прямой РМ прямая PA, переходит в прямую [, поэтому 

прямая PB, при этой симметрии переходит в одну из искомых прямых. 

8.84. Достроим треугольник АВМ до параллелограмма АВММ. 

Проведем через точку N прямые, параллельные биссектрисам углов 

между прямыми [Ги MN. Точки пересечения этих прямых с прямой 

| искомые. 

8.85. Проведем прямую /,, параллельную прямой OA и удален- 

ную от нее на расстояние а. Возьмем на прямой [ произвольную 

точку В. Пусть В, — точка пересечения прямых ОВ и /,. Проведем 

через точку В, прямую, параллельную АВ; эта прямая пересекает 

прямую OA в точке A,. Проведем теперь через точки О и A, 

пару параллельных прямых, расстояние между которыми равно 

а (Таких пар прямых может быть две); пусть Х и Х, — точки 

перссечения прямой, проходящей через точку О, с прямыми [и /,. 

Так как OA,=OX, и AOA,X,CAOAX, точка Х искомая. 

8.86. Восставим в точках О, и О, перпендикуляры к прямой 

ОО, и отложим на них отрезки О.В, =О.А, и O,B,=0,A,. 

Построим середину М отрезка B,B, и в точке М восставим 

перпендикуляр к B,B,. Этот перпендикуляр пересечет прямую O,O, 

в точже М. Тогда O,N?+0,B?=0,N?+0,B3, а значит, 
O,N*—0O,At{=0O,N*—O,A}, т.е. точка N лежит на радикальной 
оси. Остается восставить перпендикуляр к O,O, в точке М. 

8.87. Построим сначала произвольную прямую /,, перпендикуляр- 

ную прямой /, а затем через точку А проведем прямую, перпен- 

дикулярную прямой /,. 

8.88. а) Проведем через точки А и В прямые АР и ВО, 

перпендикулярные прямой АВ, а затем проведем произвольный 

перпендикуляр к прямой АР. В результате получим прямоугольник. 

Остается опустить из точки пересечения его диагоналей перпендикуляр 

на прямую АВ. 

6) Восставим из точки В перпендикуляр [ к прямой АВ и проведем 

через точку A две перпендикулярные прямые; они пересекают прямую 

Г в точках М и М. Достроим прямоугольный треугольник МАМ 

до прямоугольника МАМК. Основание перпендикуляра, опущенного 

из точки К на прямую АВ, является искомой точкой С. 

8.89. а) Опустим из точки А перпендикуляр АР на прямую ОВ 

и построим отрезок АС, серединой которого является точка Р. 

Тогда угол АОС искомый. 

6) Возьмем на прямой ОВ такие точки Ви B,, что OB=OB,. 

Расположим прямой угол так, чтобы его стороны проходили через 
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точки Ви B,, a вершина лежала на луче OA. Если A— вершина 

прямого угла, то угол AB,B искомый. 

8.90. Проведем через точку О прямую [, параллельную прямой 

. Из точки В опустим перпендикуляры ВР и ВО на прямые Г 

и OA, а затем из точки О опустим перпендикуляр ОХ на прямую 

РО. Тогда прямая ХО искомая (см. задачу 2.3); если точка У сим- 

метрична точке Х относительно прямой Г, то прямая УО тоже 

искомая. 

8.91. Достроим треугольник OAB до параллелограмма OABC, 

а затем построим отрезок CC,, серединой которого является точка 

О. Расположим прямой угол так, чтобы его стороны проходили 

через точки С и С,, а вершина лежала на прямой 7. Вершина 

прямого угла совпадает тогда с искомой точкой Х. 

8.92. Построим отрезок АВ, серединой которого является точка 

О, и расположим прямой угол так, чтобы его стороны проходили 

через точки А и В, а вершина лежала на прямой [. Тогда вершина 

прямого угла совпадет с искомой точкой.



Глава 9 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА 

Основные сведения 

1. Для элементов треугольника используются следующие обо- 
значения: 

а, b, с длины сторон BC, СА, AB; 
a, В, у величины углов при вершинах А, В, С; 
т, т, т, — длины медиан, проведенных из вершин A, В, С; 
hi, №, п длины высот, опущенных из вершин А, В, С; 
„„ №, [-— длины биссектрис, проведенных из вершин A, В, С; 
ги К— радиусы вписанной и описанной окружностей. 
2. Если А, В, С — произвольные точки, то АВ < АС+ СВ, причем 

равенство достигается, только если точка С лежит на отрезке АВ 
(неравенство треугольника). 

3. Медиана треугольника меньше полусуммы заключающих ее 
сторон: m,<(b+c)/2 (задача 9.1). 

4. Если один выпуклый многоугольник лежит внутри другого, 
то периметр внешнего многоугольника больше периметра внутреннего 
(задача 9.27,6). 

5. Сумма длин диагоналей выпуклого четырехугольника больше 
суммы длин любой пары его противоположных сторон (задача 9.14). 

6. Против большей стороны треугольника лежит больший угол 
(задача 10.59). 

7. Длина отрезка, лежащего внутри выпуклого многоугольника, 
нс превосходит либо наибольшей стороны, либо наибольшей диа- 
гонали (задача 10.64). 

8. При решении некоторых задач этой главы нужно знать разные 
алгебраические неравенства. Сведения об этих неравенствах и их 
доказательства приведены в приложении к настоящей главе; с ними 
следуст познакомиться, но нужно учесть, что они требуются только 
для решения достаточно сложных задач, а для решения простых 

задач понадобятся лишь неравенство ./ab <(a+b)/2 и следствия 
из него. 

Вводные задачи 

1. Докажите, что 5\вс < АВ: BC/2. 
2. Докажите, что 5„лср <(AB:BC+AD: DC)/2. 
3. Докажите, что ДАВС > 90° тогда и только тогда, 

когда точка В лежит внутри окружности с диаметром АС. 
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4. Радиусы двух окружностей равны К и г, a расстояния 
между их центрами равно 4. Докажите, что эти окружности 
пересекаются тогда и только тогда, когда | К-г| << В-+г. 

5. Докажите, что любая диагональ четырехугольника 
меньше половины его периметра. 

$ 1. Медиана треугольника 

9.1. Докажите, что (а+6-—с)/2 <т, < (а+Ь)/2. 
9.2. Докажите, что в любом треугольнике сумма медиан 

больше 3/4 периметра, но меньше периметра. 
9.3. Даны и точек 4,,.., А, и окружность радиуса 1. 

Докажите, что на окружности можно выбрать точку М так, 
что МА, +... +МА, 27. 

9.4. Точки A,,..., A, не лежат на одной прямой. Пусть 
две разные точки Р и О обладают тем свойством, что 
A,P+...4+A,P=A,Q4+...+A,Q=5. Докажите, что тогда 
А К+... +А,К <s для некоторой точки К. 

9.5. На столе лежит 50 правильно идущих часов. До- 
кажите, что в некоторый момент сумма расстояний от 

центра стола до концов минутных стрелок окажется болыше 
суммы расстояний от центра стола до центров часов. 

$2. Алгебраические задачи на неравенство треугольника 

В задачах этого параграфа а, b и с— длины сторон произвольного 
треугольника. 

9.6. Докажите, что а=у+2, b=x+z и c=x+y, где xX, 

у и 2— положительные числа. 
9.7. Докажите, что а*-+Ь?+с? <2(ab+bc+ са). 
9.8. При любом натуральном п из чисел а", ("и с" 

можно составить треугольник. Докажите, что среди чисел 
a, Би с есть два равных. 

9.9. Докажите, что 

a(b—c)*+b(c—a)*?+c(a—b)*+4abe > а" +Ь?+с?. 
с b 

9.10. Пусть ХРЕН“ и а=-+ 
b са с В 

b 
+-. Докажите, что 

а 

|рР-9| < 1. 
9.11. Пять отрезков таковы, что из любых трех из них 

можно. составить треугольник. Докажите, что хотя бы один 
из этих треугольников остроугольный. 

9.12. Докажите, что 

(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c) < абс. 

9.13. Докажите, что 

a*b(a—b)+b*c(b—c)+c’a(c—a) >20.



$ 3. Сумма длин диагоналей четырехугольника 

9.14. Пусть АВСР — выпуклый четырехугольник. Докажи- 
Te, что АВ+СР < АС+ ВО. 

9.15. Пусть ABCD— выпуклый четырехугольник, причем 
АВ+ВР <АС+ СР. Докажите, что АВ< АС. 

9.16. Внутри выпуклого четырехугольника с суммой длин 
диагоналей 4 расположен выпуклый четырехугольник с сум- 
мой длин диагоналей d’. Докажите, что d’ < 2d. 

9.17. Дана замкнутая ломаная, причем любая другая 
замкнутая ломаная с теми же вершинами имеет большую 
длину. Докажите, что эта ломаная несамопересекающаяся. 

9.18. Сколько сторон может иметь выпуклый многоуголь- 
ник, все диагонали которого имеют одинаковую длину? 

9.19. На плоскости даны п красных и пн синих точек, 
никакие три из которых не лежат на одной прямой. Докажите, 
что можно провести п отрезков с разноцветными концами, 
не имеющих общих точек. 

9.20. Докажите, что среднее арифметическое длин сторон 
произвольного выпуклого многоугольника меньше среднего 
арифметического длин всех его диагоналей. 

9.21. Пусть дан выпуклый (2п-+ 1)-угольник 
A,A3A5...An41A2---42,- Докажите, что среди всех замкнутых 
ломаных с вершинами в его вершинах наибольшую длину 
имеет ломаная A,A,A,...45,41,41- 

$ 4. Разные задачи на неравенство треугольника 

9.22. В треугольнике длины двух сторон равны 3,14 
и 0,67. Найдите длину третьей стороны, если известно, что 

она является целым числом. 
9.23. Докажите, что сумма длин диагоналей выпуклого 

пятиугольника ABCDE больше периметра, но меньше удво- 

енного периметра. 
9.24. Докажите, что если длины сторон треуголькика 

связаны неравенством а? +? >5c*, то с— длина наименьшей 
стороны. 

9.25. Две высоты треугольника равны 12 и 20. Докажите, 
что третья высота меньше 30. 

9.26. Точки C,, A,, В, взяты на сторонах АВ, BC, СА 
треугольника АВС так, что ВА, =^.ВС, СВ, =^- СА, 
АС, =^'АВ, причем 1/2<A<1. Докажите, что периметр 
Р треугольника АВС и периметр P, треугольника A,B,C, 
связаны неравенствами (2A—1)P <P, <AP. 

жж * * 
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9.27. а) Докажите, что при переходе от невыпуклого 
многоугольника к его выпуклой оболочке периметр умень- 
шается. (Выпуклой оболочкой многоугольника называют 
наименыший выпуклый многоугольник, его содержащий.) 

6) Внутри выпуклого многоугольника лежит другой вы- 
пуклый многоугольник. Докажите, что периметр внешнего 
многоугольника не менышпе, чем периметр внутреннего. 

9.28. Внутри треугольника АВС периметра Р взята точка 
О. Докажите, что P/2<AO+B0+CO <P. 

9.29. На основании AD трапеции ABCD нашлась точка 
Е, обладающая тем свойством, что периметры треугольников 
ABE, BCE и CDE равны. Докажите, что тогда ВС = АБ |2. 

См. также задачи 13.40, 20.11. 

$ 5. Площадь треугольника не превосходит 
половины произведения двух сторон 

9.30. Дан треугольник площадью 1 со сторонами а <b < с. 

Докажите, что В >/2. 
9.31. Пусть ЕЁ, F, С и Н— середины сторон AB, BC, CD 

и DA четырехугольника ABCD. Докажите, что 
Элвср < EG: HF < (AB+CD)(AD+ BC )/4. 

9.32. Периметр выпуклого четырехугольника равен 4. 
Докажите, что его площадь не превосходит 1. 

9.33. Внутри треугольника АВС взята точка М. Докажите, 
что 45 <АМ:ВС+ВМ`АС+СМ-АВ, где 5— площадь тре- 
угольника АВС. 

9.34. В окружность радиуса К вписан многоугольник 
площади 5, содержащий центр окружности, и на его сторонах 
выбрано по точке. Докажите, что периметр выпуклого 
многоугольника с вершинами в выбранных точках не меньше 
25 / К. 

9.35. Внутри выпуклого четырехугольника АВСР пло- 
щадью 5 взята точка О, причем АО?+ВО?+СО?*+РО?=25. 
Докажите, что тогда АВСР — квадрат и Ор— его центр. 

$6. Неравенства с площадями 

9.36. Точки М и М лежат на сторонах АВ и АС 
треугольника АВС, причем AM=CN и AN=BM. Докажите, 
что площадь четырехугольника BMNC по крайней мере 
в три раза больше площади треугольника AMN. 

9.37. Площади треугольников АВС, A,B,C,, A,B,C, рав- 
ны 5, S,, 5) соответственно, причем АВ=А, В, +А.В., 

‚230



AC=A,C,+A4,C), BC=B,C,+B,C,. Докажите, что 

S<4./S,S). 
9.38. ABCD — выпуклый четырехугольник площади 5. 

Угол между прямыми АВ и CD равен a, угол между AD 
и ВС равен В. Докажите, что 

AB-CDsina+ AD: BCsinB < 25 < AB:CD+ AD: ВС. 

9.39. Через точку, лежащую внутри треугольника, про- 
ведены три прямые, параллельные 
его сторонам. Обозначим площа- 
ди частей, на которые эти прямые 
разбивают треугольник, так, как 
показано на рис. 94. Докажите, 
что a/atb/B+c/y > 3/2. b 

a 

9.40. Площади треугольников 
АВС и A,B,C, равны S и S,, Je / a 
причем треугольник ABC не тупо- 
угольный. Наибольшее из отно- 
шений а, /а, b,/b и c,/c равно 
К. Докажите, что 5, <К?5. 

9.41. а) Точки В, С и D деляг (меньшую) дугу AE 
окружности на четыре равные части. Докажите, что 5 ср < 8Эвсь. 

6) Из точки А проведены касательные АВ и АС к окру- 
жности. Через середину D (меньшей) дуги ВС проведена 

касательная, пересекающая отрезки АВ и АС в точках М и №. 

Докажите, что Spey < 25мдм. 
9.42. Все стороны выпуклого многоугольника отодвига- 

ются во внешнюю сторону на расстояние h. Докажите, что 

его площадь при этом увеличится больше чем на Ph+rh?, 
где Р— периметр. 

9.43. Квадрат разрезан на прямоугольники. Докажите, 
что сумма площадей кругов, описанных около всех этих 
прямоугольников, не меньше площади круга, описанного 
около исходного квадрата. 

9.44. Докажите, что сумма площадей пяти треугольников, 

образованных парами соседних сторон и соответствующими 
диагоналями выпуклого пятиугольника, болыше площади 
всего пятиугольника. 

9.45. а) Докажите, что в любом выпуклом шестиугольнике 
площади 5 найдется диагональ, отсекающая от него треуголь- 
ник площади не больше 5/6. 

6) Докажите, что в любом выпуклом восьмиугольнике 
площади 5 найдется диагональ, отсекающая от него треуголь- 
ник площади не больше 5/8. 

См. также задачу 17.19. 

Рис. 94 
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$ 7. Площадь. Одна фигура лежит внутри другой 

9.46. Выпуклый многоугольник, площадь которого больше 
0,5, помещен в квадрат со стороной 1. Докажите, что внутри 
многоугольника можно поместить отрезок длины 0,5, парал- 
лельный стороне квадрата. 

9.47. Внутри квадрата со стороной|! даны п точек. 
Докажите, что: 

а) площадь одного из треугольников с вершинами в этих 
точках или вершинах квадрата не превосходит 1/(2(n+1)); 

6) площадь одного из треугольников с вершинами в этих 
точках не превосходит 1/(n—2). 

9.48. а) В круг площади 5 вписан правильный п-угольник 
площади 5,, а около этого круга описан правильный 
п-угольник площади S,. Докажите, что S*>S,S). 

6) В окружность, длина которой равна Г, вписан правиль- 
ный и-угольник периметра P,, а около этой окружности описан 
правильный л-угольник периметра P,. Докажите, что L? <Р.Р.. 

9.49. Многоугольник площади В вписан в окружность 
площади А и описан вокруг окружности площади С. До- 
кажите, что 2В < А+С. 

9.50. В круг радиуса | помещено два треугольника, 
площадь каждого из которых больше 1. Докажите, что эти 
треугольники пересекаются. 

9.51. а) Докажите, что в выпуклый многоугольник пло- 
aun 5 и периметра Р можно поместить круг радиуса S/P. 

6) Внутри выпуклого многоугольника площади 5, и пе- 
риметра P, расположен выпуклый многоугольник площади 
5, и периметра P,. Докажите, что 25, /Р, >5,/Р.. 

’ 9.52. Докажите, что площадь параллелограмма, лежащего 
внутри треугольника, не превосходит половины площади 
треугольника. 

9.53. Докажите, что площадь треугольника, вершины ко- 
торого лежат на сторонах параллелограмма, не превосходит 
половины площади параллелограмма. 

* *ж* 

9.54. Докажите, что любой остроугольный треугольник 
площади 1 можно поместить в прямоугольный треугольник 

площади \/3. 
9.55. а) Докажите, что выпуклый многоугольник площади 

S можно поместить в некоторый прямоугольник площади 
не более 25. 

6) Докажите, что в выпуклый многоугольник площади 
S можно вписать параллелограмм площади не менее 5/2. 
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9.56. Докажите, что в любой выпуклый многоугольник 
площади | можно поместить треугольник, площадь которого 
не меньше: а) 1/4; 6) 3/8. 

9.57. Выпуклый п-угольник помещен в квадрат со сторо- 
ной |. Докажите, что найдутся три такие вершины A, 
В и С этого п-угольника, что площадь треугольника АВС 
не превосходит: а) 8/п?; 6) l6n/n?. 

См. также задачу 15.6. 

$ 8. Ломаные внутри квадрата 

9.58. Внутри квадрата со стороной | расположена неса- 
мопересекающаяся ломаная длины 1000. Докажите, что 
найдется прямая, параллельная одной из сторон квадрата, 
пересекающая эту ломаную по крайней мере в 500 точках. 

9.59. В квадрате со стороной 1 расположена ломаная 
длиной L. Известно, что каждая точка квадрата удалена от 
некоторой точки этой ломаной меньше чем на =. Докажите, 

| ПЕ 
что тогда [> — ——. 

2 2 

9.60. Внутри квадрата со стороной 1 расположено п? 
точек. Докажите, что существует ломаная, содержащая все 
эти точки, длина которой не превосходит 2n. 

9.61. Внутри квадрата со стороной 100 расположена 
ломаная Г, обладающая тем свойством, что любая точка 
квадрата удалена от L не болыше чем на 0,5. Докажите, 
что на Г есть две точки, расстояние между которыми не 
больше 1, а расстояние по Г, между ними не меньше 198. 

$ 9. Четырехугольник 

9.62. В четырехугольнике ABCD углы А и В равны, 
а £ D> LC. Докажите, что тогда AD < BC. 

9.63. В трапеции ABCD углы при основании АД удов- 
летворяют неравенствам 1 А</р < 90°. Докажите, что 
тогда АС > BD. 

9.64. Докажите, что если два противоположных угла 
четырехугольника тупые, то диагональ, соединяющая вершины 
этих углов, короче другой диагонали. 

9.65. Докажите, что сумма расстояний от произвольной 
точки до трех вершин равнобедренной трапеции больше 
расстояния от этой точки до четвертой вершины. 

9.66. Угол А четырехугольника ABCD тупой; Е— середина 
стороны ВС. Докажите, что 2FA < BD+CD. 
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9.67. Дан  четырехугольник ABCD. Докажите, что 

AC: BD <AB:CD+BC:AD (неравенство Птолемея). 
9.68. Пусть М и М№— середины сторон BC и CD 

выпуклого — четырехугольника ABCD. Докажите, что 

блвср < 45 амм. 
9.69. Точка Р лежит внутри выпуклого четырехугольника 

ABCD. Докажите, что сумма расстояний от точки Р до 

вершин четырехугольника меньше суммы попарных рассто- 
яний между вершинами четырехугольника. 

9.70. Диагонали делят выпуклый четырехугольник ABCD 
на четыре треугольника. Пусть Р— периметр четырехуголь- 
ника ABCD, О — периметр четырехугольника, образованного 
центрами вписанных окружностей полученных треугольников. 
Докажите, что РО > 45 двер. 

9.71. Докажите, что расстояние от одной из вершин 
выпуклого четырехугольника до противоположной диагонали 
не превосходит половины этой диагонали. 

9.72. Отрезок KL проходит через точку пересечения диа- 
гоналей четырехугольника ABCD, а концы его лежат на 
сторонах АВ и CD. Докажите, что длина отрезка KL не 
превосходит длины одной из диагоналей. 

9.73. В параллелограмм Р, вписан параллелограмм P,, 
а в параллелограмм P, вписан параллелограмм P,, стороны 
которого параллельны сторонам P,. Докажите, что длина 
хотя бы одной из сторон P, не превосходит удвоенной 
длины параллельной cH стороны Р.. 

См. также задачи 13.19, 15.3, a). 

$ 10. Многоугольники 

9.74. Докажите, что если углы выпуклого пятиугольника 
образуют арифметическую прогрессию, то каждый из них 
больше 36°. 

9.75. Пусть АВСРЕ— выпуклый пятиугольник, вписанный 
в окружность радиуса 1, причем AB=a, BC=b, CD=c, 
DE=d, AE=2. Докажите, что 

a?+b?4+¢*4+d’*+abc+bcd < 4. 

9.76. Внутри правильного шестиугольника со стороной 
| взята точка Р. Докажите, что расстояния от точки Р до 
некоторых трех вершин шестиугольника не меньше |. 

9.77. Докажите, что если стороны выпуклого шестиуголь- 
ника ABCDEF равны 1, то радиус описанной окружности 
одного из треугольников ACE и BDF не превосходит | 
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9.78. Длины сторон выпуклого шестиугольника ABCDEF 
меньше 1. Докажите, что длина одной из диагоналей AD, 

BE, CF меньше 2. 

9.79. Семиугольник A,...4, вписан в окружность. До- 
кажите, что если центр этой окружности лежит внутри его, 
то сумма углов при вершинах A,, 4., А; меньше 450°. 

* жж 

9.80. а) Докажите, что если длины проекций отрезка на 
две взаимно перпендикулярные прямые равны а и БВ, то его 

длина не меньше (a+b)/./2. 
6) Длины проекций многоугольника на координатные оси 

равны аиф. Докажите, что его периметр не меньше /2(a+b). 
9.81. Докажите, что из сторон выпуклого многоугольника 

периметра Р можно составить два отрезка, длины которых 
отличаются не более чем на P/3. 

9.82. Внутри выпуклого многоугольника A,...A, взята 
точка О. Пусть а, — величина угла при вершине A,, x,=OA,, 
а, — расстояние от точки О до прямой A,A,,,. Докажите, 
что ) хьзт (9, /2) >У а, и Ух, соз (а, /2) >p, где р— полупе- 
риметр многоугольника. 

9.83. Правильный 2п-угольник М, со стороной а лежит 
внутри правильного 2п-угольника М, со стороной 2a. До- 
кажите, что многоугольник М, содержит центр многоуголь- 
ника М.. 

9.84. Внутри правильного многоугольника A,...A, взята 
точка О. Докажите, что по крайней мере один из углов 
A,OA, удовлетворяет неравенствам п(1—1/п) < 4 АОА, < т. 

9.85. Докажите, что при п>7 внутри выпуклого п-уголь- 
ника найдется точка, сумма расстояний от которой до 

вершин больше периметра. 
9.86. а) Выпуклые многоугольники A,...A, и B,...B, та- 

ковы, что все их соответственные стороны, кроме А, А, и 
B,B,, равны и 14, > 1 В., ..., LA,_; 2 08,1, причем хотя 
бы одно из неравенств строгое. Докажите, что А, А, > В, В,. 

6) Соответственные стороны неравных многоугольников 
A,..A, и В,...В, равны. Запишем возле каждой вершины 
многоугольника A,...4, знак разности / A;— 1 B;. Докажите, 
что при п>4 соседних вершин с разными знаками будет 
по крайней мере четыре пары. (Вершины с нулевой разностью 
выбрасываются из рассмотрения: две вершины, между ко- 
торыми стоят только вершины с нулевой разностью, счита- 
ются соседними.) 

См. также задачи 4.37, 4.53, 13.42. 
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$ 11. Разные задачи 

9.87. На отрезке длиной | дано п точек. Докажите, что 
сумма расстояний от некоторой точки отрезка до этих точек 
не меньше 11/2. 

9.88. В лесу растут деревья цилиндрической формы. 
Связисту нужно протянуть провод из точки А в точку В, 

расстояние между которыми равно [ Докажите, что для 
этой цели ему достаточно куска провода длиной 1,6/. 

9.89. В некотором лесу расстояние между любыми двумя 
деревьями не превосходит разности их высот. Все деревья 
имеют высоту меньше 100 м. Докажите, что этот лес можно 
огородить забором длиной 200 м. 

9.90. Многоугольник (не обязательно выпуклый), вырезан- 
ный из бумаги, перегибается по некоторой прямой и обе 
половинки склеиваются. Может ли периметр полученного 
многоугольника быть больше, чем периметр исходного? 

жж Ok 

9.91. Докажите, что замкнутую ломаную длины | можно 
поместить в круг радиуса 0,25. 

9.92. Остроугольный треугольник расположен внутри опи- 
санной окружности. Докажите, что ее радиус не меньше 
радиуса описанной окружности треугольника. 

Верно ли это утверждение для тупоугольного треуголь- 
ника? 

9.93. Докажите, что периметр остроугольного треуголь- 
ника не меньше 4R. 

См. также задачи 14.23, 20.4. 

Задачи для самостоятельного решения 

9.94. Два отрезка делят прямоугольник АВСР на четыре 
прямоугольника. Докажите, что площадь одного из прямо- 
угольников, прилегающих к вершинам A и С, не превосходит 
четверти площади ABCD. 

9.95. Докажите, что ссли AB+BD=AC+CD, To середин- 
ный перпендикуляр к стороне ВС четырехугольника ABCD 
пересекает отрезок AD. 

9.96. Докажите, что если диагональ BD выпуклого че- 

тырехугольника ABCD делит пополам диагональ AC 
и АВ> ВС, то AD<DC. 

9.97. Основания описанной трапеции равны 2 и Ш. 
Докажите, что продолжения ее боковых сторон пересекаются 
под острым углом. 
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9.98. Основания трапеции равны a и Ob, а высота равна 
й. Докажите, что длина одной из ее диагоналей нс менее 

Sh? +(b+a)*/4. 
9.99. Вершины я-угольника М, являются серединами CTO- 

рон выпуклого п-угольника М. Докажите, что при п>3 

периметр М, не меньше половины периметра М, а при 
п>4 площадь М, не меньше половины площади М. 

9.100. В окружность радиуса | выисан многоугольник, 

длины сторон которого заключены между | и /2. Найдите 

число его сторон. 

Приложение. Некоторые неравенства 

1. Наиболее часто используется неравенство между средним 
арифметическим и средним геометрическим для двух чисел: 

Jab < (а+6)/2, где а и Ь — положительные числа. Это неравен- 

ство следует из того, что a—2,/ ab+b=(./a—/by > 0; 
равенство достигается, только если a=b. 

Из этого неравенства следует несколько полезных неравенств, 

например 

x(a—x) < ((x+a—x)/2)? =a? 4; 

| 
а+- 22\/а(1/а)=2 при а>0. 

а 

2. При решении некоторых задач используется неравенство 
между средним арифметическим и средним геометрическим для 
п положительных чисел: (аа ..а,)!" <(a,+...+a,)/n, причем 
равенство достигается, только если а, =...=а,. 

Докажем сначала это неравенство для чисел вида п=2" 

индукцией по т. Для т=| неравенство было доказано выше. 
Предположим, что ONO доказано для т, и докажем cro для 
m+1. Ясно, что аа" < ((a,+4,4”)/2)?. Поэтому 

т+1 т 

(Ay ...А2”*1) М? < (64Ь....Б >")? 3 

где b,=(a,+4,4 2")/2, a по предположению индукции 

1 | 
(b, ban)? < on (0, +... + by) = (a, +... tayn*t), 

am +1 

Пусть теперь п любое. Тогда n<2” для некоторого т. 
Положим Aye =e =Аат= (а +...+а,)/п=А. Ясно, что 
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(a, +... +4a,)+(a,4,+...+a@,")=nA+(2"—n)A=2"A 
т mm 

и а, ...а)"= а, ...а, А? ^", Поэтому а, ..а, А? “"< 

<(2"A/2")? =A*, т.е. а,..а, <А"”; равенство достигается, 

только если а, =... =а,. 
3. Для произвольных чисел а1, ..., а, справедливо неравенство 

(а, +... На„)? <п(а1+...+а?). В самом деле, 

(а. +... +а,)?=У a? +2 У аа, <У a? + У (a? +aj)=nY a. 
i<j i<j 

а 

4. Так как [cos 141 = п а и | sin tdt=1—cos a, TO, ИСХОДЯ 
0 о 

из неравенства cosf<1, получим sina<a, затем 1—cosa<a?/2 

7 a a? ot 
т. е. cosa 1 —— , $1029 ——-, 5059 <1 T+ и т. д. (не- 

равенства справедливы при всех 920). 
5. Докажем, что tgaz>a при 0<ч<т/2. Пусть AB— 

касательная к окружности радиуса 1 с центром О, причем 
В— точка касания; С— точка пересечения луча OA с окружно- 
стью, 5— площадь сектора ВОС. Тогда ч=25<25ов= а. 

6. На участке от 0 до л/2 функция f(x)=x/sin x монотонно 
возрастает, так как f’(x)=(tgx—x)/(cosxsin* х)>0. В частности, 
(а) <Х(п/2), т.е. a/sina<n/2 при 0<a<n/2. 

7. Если f(x)=acosx+bsinx, то /(х)<./а?+5?. В самом 
деле, существует такой угол $, что cos@=a/,/a?+b? 

и sing=b/,/a*+b’, поэтому =f (x)=./a?+b* cos(p—x)< 

<./a?+b*. Равенство достигается, только ссли @=x-+4+2kn, 

т.е. cosx=a/./a?+b? и sinx=b/./a?+b?. 

Решения 

9.1. Пусть C,- ссрелина стороны АВ. Тогла CC,+C,A>CA 

и BC,+C,C>BC. Поэтому 2CC,;+ BA>CA+ ВС, т.е. m,>(at+b—c)/2. 

Пусть точка С’ симметрична С относительно точки C,. Тогда 

СС. =С.С’и ВС’=СА. Поэтому 2т.=СС’< СВ+ ВС'=СВ+ СА, т. е. 

m,<(a+ b)/2. 
9.2. Из предыдущей задачи следует 1m<(b+c)/2, m,<(a+c)/2 

и т.<(а-+5)/2, поэтому сумма длин медиан меньше перимстра. 
Пусть О— точка перссечения медиан трсугольника АВС. Тогда 

BO+OA>BA, AO+OC>AC и СО+ОВ>СВ. Складывая эти неравен- 

ства и учитывая, что АО=2т,/3, BO=2m,/3, CO=2m,/3, получаем 

т, +ть+т, > 3 (а+5+‹),4. 
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9.3. Пусть M,. и М, — диаметрально противоположные точки 

окружности. Тогда M,A,+M,A,2M,M,=2. Складывая эти неравен- 

ства для k=1,..,n, получаем (M,A,+..+M,A,)+(M2A,+...+M2A,) 22. 
Поэтому либо M,A,+...+M,A,2n, и тогда положим M=M,, либо 

МА, +...+М.А,2п, и тогда положим М=М.. 

9.4. В качестве К можно взять середину отрезка РО. В самом 

mene, тогда А.К<(А;Р+ А;0)/2 (см. задачу 9.1), причем хотя бы 

одно неравенство строгое, так как точки А; не могут все лежать 

на прямой РО. 

9.5. Пусть А; и В, — положения конца минутных стрелок часов 

с номером i в моменты Г и 1+30 мин, О; — центр гГ-х часов, 

а О центр стола. Тогда OO,;<(OA;+OB;)/2 для любого i (см. 

задачу 9.1). Ясно, что в некоторый момент точки А; и В, не лежат 

на прямой O,O, т.с. по крайней мере одно из п неравенств 

становится строгим. Тогда либо ОО, +...+ОО,<ОА, +...+ ОА,, либо 

ОО, +...+ОО,<ОВ, +... +ОВ,. 

9.6. Решая систему уравнений х+у=с, x+z=b, y+z=a, получаем 

x=(-—a+b+c)/2, y=(a—b+c)/2, z=(a+b—c)/2. Положительность чи- 
сел x, y M 2 следует из неравенства треугольника. 

9.7. По неравенству треугольника a*>(b—c)*=b?—2bc+c?, 
> а? —2ас+с? и c*>a*—2ab+b?. Складывая эти неравенства, 
получаем требуемое. 

9.8. Можно считать, что а2р>с. Докажем, что a=b. В самом 

деле, если b<a, то Б<Ла и с<^а, где ^<1. Поэтому b"+c"<2A"a". 

При достаточно большом п имеем 2 <| и получаем противоречие 

с неравенством треугольника. 

9.9. Так как c(a—b)?+4abc=c(at+b)*, то a(b—c)?+b(c—a)*+ 
+c(a—b)?+4abc—a*—b*?—c*® =a((b—c)*—a’)+b((c—a)?—b’)+ 
+¢((a+b)*—c*)=(a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c). (Последнее равенство 
проверястся простым вычислением.) Все три сомножителя положи- 

тельны в силу неравенства треугольника. 

9.10. Легко проверить, что abc|p—q| =|(b-c)(c—a)(a—5)|. А так 
как |b—c|<a, |c—a|<b и |a—b|<c, то |(b—c)(c—a)(a—b)|<abc. 

9.11. Обозначим длины отрезков так, что а, <а2<аз<а. <а.. 

Если все треугольники, которые можно составить из этих отрезков, 

He остроугольные, то аз 2а?+а2, ааа +а3 и а: 2аз+а&. Поэтому. 

аз >а+а2>(а1+а?)+(а2+а3)>2а!+3а?. Так как at+a}>2a,a2, то 
2a? + 3a3>ait+2a,a,+a3=(a, +а?)?. Приходим к неравенству 

аз > (а, +аз)?, противоречащему неравенству треугольника. 

9.12. — Первос решение. Ввсдем новые — переменные 

x=—atb+c, y=a—b+c, z=a+b-c. Тогда а=(у+2)/2, b=(x+z)/2, 
c=(x+y)/2, т.е. нужно доказать неравенство xyz<(x+y)(y+z)x 
х (х+2)/8 или 6xyz<x(y?+z7)+ y(x?74+2z7)42(x?+y7). Последнее не- 
равенство следует из того, что 2xyz<x(y*+z7), 2хуг<у(х? +2’), 
2xyz<z(x7+y’), так как X, у, 2 — положительные числа. 
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Второе решение. Так как 2S=absiny и siny=c/2R, To 

abc=4SR. По формуле Герона (a+b—c)(a—b+c)(—a+b+c)=8S7/p. 
Поэтому нужно доказать, что 852?/р<45А, т.е. 2S<pR. Так как 

S=pr, приходим к неравенству 2r<R (см. задачу 10.26). 

9.13. Введем новые переменные х=(—а+Ь+с)/2, y=(a—b+c)/2 
и 2= (а +Ь-— c)/2. Тогда числа x, у, Z положительны и a=y-+zZ, 

b=x+z, c=x+y. Несложные, но несколько громоздкие вычисления 

показывают, что — а26(а-В)+Ь?с(Ь-с)+с?а(с-а)=2(х32+уЗх+ 
; (= 2 2? x y 

+2?у-— ху2 (х+у+2))=2ху:| — +—+——х-у-2]. Так как 2<-+-, 
y 2 Хх ух 

x y\ x? y z\ у? 
то 2х<х|-+-]=—+у. Аналогично 2y<y(-+-]=—+2Zz и 

ух/ У 2 у/ 2 
2 

22<2 (: + *) == +x.  Складывая эти неравенства, — получаем 

x2 yr 2 * 
—+—+—-2XxX+ytZ. 
y 2 xX 

9.14. Пусть О — точка пересечения диагоналей четырехугольника 

ABCD. Тогда AC+ BD=(AO+ OC)+(BO + OD) =(AO + OB)+ 
+(OC+OD)>AB+CD. 

9.15. Согласно предыдущей задаче АВ+ CD<AC+ BD. Складывая 

это неравенство с неравенством AB+BD<AC+CD, получаем 

2АВ<2АС. 

9.16. Докажем сначала, что если Р — периметр выпуклого четырех- 

угольника ABCD, а d,; и 4.— длины его диагоналей, то 

P>d,+d,>P/2. Ясно, что AC<AB+BC и AC<AD+DC, поэтому 

АС<(АВ+ BC+CD+AD)/2=P/2. Аналогично Вр < P/2. Следователь- 

но AC+BD<P. С другой стороны, складывая неравенства 

AB+CD<AC+BD и BC+AD<AC+BD (см. задачу 9.14), получаем 

P<2(AC+ BD). 
Пусть Р— периметр внешнего четырехугольника, Р’-- периметр 

внутреннего. Тогда d>P/2, а так как Р’<Р (задача 9.27, 6), то 

d’<P'<P<2d. 

9.17. Пусть ломаная наименьшей длины самоперссекающаяся. 

Рассмотрим два пересекающихся звена. Вершины этих звеньев могут 

соединяться одним из трех способов (рис. 95). Рассмотрим новую 
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ломаную, у которой два пересекающихся звена заменены Ha штри- 

ховые звенья (см. рис. 95). При этом снова получается замкнутая 

ломаная, но ее длина меньше, чем у исходной, так как сумма 

длин противоположных сторон выпуклого четырехугольника меньше 

суммы длин диагоналей. Получено противоречие, поэтому замкнутая 

ломаная наименьшей длины не может иметь пересекающихся звеньев. 

9.18. Докажем, что число сторон у такого многоугольника не 

больше 5. Предположим, что все диагонали многоугольника А... Ая 

имеют одинаковую длину и п>26. Тогда отрезки A,Ay, А,А5, АА 

и А.А; имеют одинаковую длину, так как они являются диагоналями 

этого многоугольника. Но в выпуклом четырехугольнике 4,444 А5 

отрезки 4,45 и 424. являются противоположными сторонами, 

а А.А. и А.А; — диагоналями. Поэтому 4,45 +А.А. < А.А. +А,А.. 

Получено противоречие. 

Ясно также, что правильный пятиугольник и квадрат удовлет- 

воряют требуемому условию. 

9.19. Рассмотрим все разбиения данных точек на пары разно- 

цветных точек. Этих разбиений конечное 

число, поэтому найдется разбиение, для 

которого сумма длин отрезков, заданных 

парами точек разбиения, наименьшая. По- 

кажсем, что тогда эти отрезки не будут 

пересекаться. В самом деле, ссли бы два 

отрезка пересекались, то мы смогли бы 

выбрать разбиснис с меньшей суммой длин 

отрезков, заменив диагонали выпуклого чс- 

тырехугольника на его противоположные Рис. 96 

стороны (рис. 96). 

9.20. Пусть A,A,+1 и А.А. +, — несмежные стороны п-угольника 

A,..A, (т.е. |р-9|>2). Тогда АА. +А. А+, < АА. -+ Ар Аа+а. 

Запишем все такие неравенства и сложим их. Для каждой стороны 

найдется ровно m—3 несмежных с ней сторон, поэтому любая 

сторона входит в N—3 неравенства, т.е. в левой части полученной 

суммы стоит (п-3)р, где р— сумма длин сторон п-угольника. 

Диагональ A,,A, входит в два неравенства: для p=n, а=т и для 

р=п-1, q=m-—1, поэтому в правой части стоит 24, где d—cym- 

ма длин диагоналей. Итак, (n—3)p<2d. Следовательно, p/n< 

<d/(n(n—3)/2), что и требовалось. 
9.21. Рассмотрим произвольную замкнутую ломаную с вершинами 

в вершинах данного многоугольника. Если у Hee сесть два неперссека- 

ющихся звена, то, заменив эти звенья на диагонали заданного ими 

четырехугольника, мы увеличим сумму длин звеньев; при этом, 

однако, одна замкнутая ломаная может распасться на две. Докажем, 

что в случае нсчетного числа звеньсв после нескольких таких 

операций в конце концов получится все же замкнутая ломаная (так 
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Kak сумма длин звеньев каждый раз увеличивается, таких операций 

возможно лишь конечное число). Одна из получившихся замкнутых 

ломаных должна иметь нечетное число звеньев, но тогда любое 

из оставшихся звеньев не пересекается хотя бы с одним из звеньев 

этой ломаной (см. задачу 23.1, а), значит, в конце концов, получится 

лишь одна замкнутая ломаная. 

Будем теперь последовательно строить ломаную с попарно 

пересекающимися звеньями (рис. 97). Например, вершина 10 должна 

лежать внутри заштрихованного треугольника, поэтому расположение 

вершин именно такое, как на рис. 97. Значит, выпуклому многоуголь- 

нику 4, 43/4....4А.„+, 42...42, соответствует ломаная А, А. Аз...А „+1 А. 

9.22. Пусть длина третьей стороны равна п. По неравенству 

треугольника 3,14—0,67<п<3,14+0,67. Так как п— целое число, 

то n=3. 

9.23. Ясно, что AB+BC>AC, BC+CD>BD, CD+DE>CE, 

DE+EA>DA, EA+ АВ> ЕВ. Складывая все эти неравенства, получа- 

ем, что сумма длин диагоналей пятиугольника меньше удвоенного 

периметра. 

Сумма длин диагоналей больше суммы длин сторон «лучей звезды», 

а она в свою очередь больше периметра пятиугольника (рис. 98). 

д 

£ 

Puc. 97 Puc. 98 

9.24. Предположим, что с— не наименыпая сторона, например 

а<с. Тогда а? <с? и Ь? <(а-+ с)? <4с?. Поэтому а? +5? < 5с?. Получено 
противоречие. 

9.25. Так как c>|b—-a| и a=2S/h,, b=2S/h,, c=2S/h,, To 

1 1 

he hp 

9.26. Возьмем на сторонах AB, BC, СА точки C2, A2, Bz 

Tak, что А.В. || АВ, В.С.|ВС, C,A,||CA (рис. 99). Тогда 

A,B, < А. В› + ВВ, =(1-^) АВ+(2^.—1) СА. Аналогично B,C, <(1—A) BC+ 

+(2A-1)AB u С.А, <(1-^)СА+(2^—1) ВС. Складывая эти неравен- 
ства, получаем P, <AP. 
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Рис. 99 

Ясно, что A,B, +A,C>B,C, т.е. A,By+(1—A4)BC>X-CA. Ана- 

логично В, С! +(1-^) СА>А.АВи С: А, +(1-^) АВ> А. ВС. Складывая 
эти неравенства, получаем P,>(2A—1) P. 

9.27. а) При переходе от невыпуклого многоугольника к его 

выпуклой оболочке некоторые ломаные, образованные сторонами, 

заменяются прямолинейными отрезками (рис. 100). Остается заметить, 

что длина ломаной больше длины отрезка с теми же концами. 

6) Построим на сторонах внутреннего многоугольника полупо- 

лосы, обращенные наружу; параллельные края полуполос перпен- 

дикулярны соответствующей 

стороне многоугольника 

(рис. 101). Обозначим через 

Р ту часть периметра вне- 

шнего многоугольника, ко- 

торая находится внутри этих 

полуполос. Тогда периметр 

внутреннего многоугольника 

не превосходит Р, а вне- 

шнего больше Р. 

9.28. Так как AO+ 

+ВО> АВ, BO+OC>BC и 

СО+ОА> АС, то АО+ВО+ 

+CO>(AB+BC+CA)/2. 

Поскольку треугольник ABC содержит треугольник ABO, то 

AB+BO+OA<AB+BC+CA (см. задачу 9.27,6), т.е. ВО+ 

+ОА<ВС+ СА. Аналогично AO+OC<AB+ BC u СО+ОВ< СА+ АВ. 

Складывая эти неравенства, получаем АО+ВО+СО< АВ+ ВС+ СА. 

9.29. Достаточно доказать, что ABCE и ВСРЕ — параллелограм- 

мы. Достроим треугольник ABE до параллелограмма ABC,E. Тогда 

периметры треугольников BC,E и АВЕ равны, поэтому равны 

периметры треугольников BC,E и ВСЕ. Следовательно, С, =С, так 

как иначе один из треугольников ВС. Е и BCE лежит внутри другого 

и их периметры не могут быть равны. Поэтому АВСЕ — параллело- 

грамм. Аналогично доказывается, что BCDE— параллелограмм. 

9.30. Ясно, что 2=2S=ahsiny<ab<b*, т. е. b>./2. 
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9.31. Tak как ЕН -— средняя линия треугольника ABD, то 

ЗАЕН = Sapp/4. Аналогично Scrg = Scap/4. Поэтому 

ЗАЕН + Scrg =Sascp/4. Аналогично Spre+ Эрсн = Sapcp/4. Следователь- 

НО, Syascp=2Sercu = ЕС HF sina, где “— угол между прямыми EG 

и НЕ. Так как sina<l, то Sygcp< EG: HF. 
> — — — — — — —> 

Складывая равенства EG=EB+BC+CG и EG=EA+AD+DG, 
— > — _ — — — — — 

получаем 2EG=(EB+ EA)+(BC+AD)+(DG+CG)=BC+AD. Поэтому 
ЕС <(BC+AD)/2. Аналогично HF <(AB+CD)/2. Следоватсльно, 

Sascp< EG: HF <(AB+CD)(BC+AD)/4. 

9.32. Согласно задаче 9.31 Sygcp<(AB+CD)(BC+AD)/4. Так как 
ab <(a+b)?/4, TO Sascp<(ABt+ CD+AD+BC)?/16= 1. 

9.33. Опустим из точек В и С перпендикуляры BB, и СС, на 

прямую АМ. Тогда 25 лмв+ 25 лмс=АМ ` ВВ, +АМ СС, < АМ: BC, так 

как ВВ, +СС, < BC. Аналогично 25вмс+ 25вмл<ВМ-`АС 

и 25смл+25смв<СМ`АВ. Складывая эти нсравснства, получаем 

требусмое. 

9.34. Пусть на сторонах A,A2, А.А.,.... А.А, выбраны точки 

B,,..., В,, О- центр окружности. Пусть далее S,=Soa,4,.,8,.,= 

=(OA,+,°B,By+,sing)/2, где ф— угол между OA,+, и В,В,. 1. Так 

как =OA,4,;=R и sing<l, то S§<(R°B,By+1)/2. Поэтому 

5=5,+...+5,„< В (В, В, +...+ В,В1)/2, т. с. периметр многоугольника 

В, В....В, не меньше 25/К. 

9.35. Имеем 25.ов< АО: OB <(AO? + ВО *)/2, причем равенство 

возможно, только если £AOB=90° и AO=BO. Аналогично 

25вос <(BO? +CO *)/2, 2Scop <(CO? + DO 2) |2 и 2Spo4<(DO?+ AO 2) |2. 

Складывая эти неравенства, получасм 25=2($лов+ 5вос + Scop+ 

+ Spos)<AO*+BO?+CO*+DO?, причем равенство возможно, толь- 
ко ели AO=BO=CO=DO и LAOB= 1 ВОС= / СОР= 1 РОА=90°, 

т.е. АВСР — квадрат и точка О — сего центр. 

9.36. Нужно доказать, что Suscl Samn 24. Так как 

AB=AM+MB=AM+AN=AN+NC=AC, то 

SABC AB:-AC (AM+AN)?* | 

Simn AM-AN  AM-AN 

9.37. Воспользуемся формулой Герона: S*=p(p—a)(p—b)(p—c). 
Так как p—a=(pi—a,)+(p2—a2), а (x+y)?24xy, то (р-а)?> 
>4(р.-а,)(р2-а2). Аналогично (p—b)?>4(p,—b,)(p2—62), (р-с)?*> 
24(p1—¢,)(p2—¢c2) и р?>4р.р.. Перемножая эти неравенства, полу- 
чаем требуемое. 

9.38. Для определенности можно считать, что пересекаются лучи 
ВА и CD, ВС и AD (рис. 102). Тогда, если достроить треугольник 

ADC до параллелограмма ADCK, точка К окажется внутри четы- 

рехугольника ABCD. Поэтому 25>275.вк+25вск=АВ' AKsinat+ 
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+ ВС: СК зт В = АВ СО па -+ BC-ADsin В. 

Равенство достигается, если точка D 

лежит на отрезке АС. 

Пусть точка ОР’ симметрична точке 

D относительно серединного перпенди- 

куляра K отрезку АС. Тогда 

25 = 2Sasco = 265двр. + 25вср.< 
<AB:AD'+BC:-CD'=AB:-CD+ BC: AD. 

9.39. Согласно неравенству между 

средним геометрическим и средним ариф- 

abe 
метическим a tp +723 У авс /(аВу) = 312, так как a=2./bc, B=2./ca HY x у 

и y=2/ab (см. задачу 1.33). 

9.40. Неравенства a<a,, В<В, и y<y,; не могут выполняться 

одновременно. Поэтому, например, a, <a<90°, а значит, sina, < та. 

Следовательно, 25, =а16, sina, <k?absina=2k’S. 
“9.41. а) Пусть хорды AE и BD пересекают диаметр. СМ в точках 

К и Г. Тогда AC?=CK:-CM и BC*=CL-CM. Значит, 
CK/CL=AC*/BC* <4. Кроме того, AE/BD=AE/AC <2. Следователь- 
HO, Sace/Sscp = AE: CK/(BD-CL)<8. 

6) Пусть Н — середина отрезка ВС. Так как LCBD=/BCD= 

= АВР, то Р— точка пересечения биссектрис треугольника АВС. 

Поэтому AD/DH=AB/[BH>1. Следовательно, Swan > Sasc/4 

И Sgcp= BC: DH/2<BC:-AH/4=Sapc/2. 

9.42. Отрежем от полученного многоугольника прямоугольники 

со стороной h, построенные внешним образом на сторонах исходного 

многоугольника (рис. 103). При этом кроме исходного многоуголь- 

ника останутся еще нскоторые четырехугольники, из которых можно 

Рис. 102 

Рис. 103 
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составить многоугольник, описанный около окружности радиуса fh. 

Сумма площадей этих четырехугольников болыше площади окру- 

жности радиуса fh, т. е. больше пй?. Ясно также, что сумма площадей 

отрезанных прямоугольников равна PA. 

9.43. Пусть $5, 51, ..., 5и— Площади квадрата и составляющих его 

прямоугольников, 5, Sy, ..., 9, ПЛОщЩади описанных около них 

кругов. Докажем, что 5,<25,/п. В самом деле, если стороны 
b? 

прямоугольника равны а и В, то s,=ab и S,=nR?, где "= +. 

Поэтому s,=ab<(a*+67)/2=2nR?/n=2S,/n. Следовательно, 2S/n= 
=5=5:+...45.<2 (5: +...+5)„)/п. 

9.44. Пусть для определенности АВС — треугольник наименьшей 

площади. Обозначим точку пересечения диагоналей AD и ЕС через 

Е. Тогда 5лвсрЕ < 5 лЕРр + 5Ерс + 5лвсг. Так как точка Е лежит на 

отрезке EC и Sgeyp>Scap, ТО Sgeap2Srag- Аналогично 5рсв > Srcp- 

Поэтому S4scr = Srapt Эрсв < ЭЕАВ-+ Эрсв. Следовательно, ЗавсрЕ< 5 лЕР-+ 

+ 5;рс + ЗЕАв-+ Эрсв; ЭТО даже более сильное неравенство, чем тре- 

бовалось. 

9.45. а) Обозначим точки пересечения диагоналей AD и CF, CF 

и BE, ВЕ и АД через Р, О, R соответственно (рис. 104). Четырехуголь- 

ники АВСР и CDEQ не имеют общих внутренних точек, так как 

стрроны CP и ОС лежат на прямой CF, а отрезки АВ и РЕ — по 

разные стороны от нее. Аналогично четырехугольники АВСР, CDEQ 

и EFAR не имеют попарно общих внутренних точек. Поэтому 

сумма их площадей не превосходит 5. Следовательно, сумма 

площадей треугольников АВР, BCP, CDQ, DEQ, ЕЕК, FAR 

не превосходит 5, т.е. площадь одного из них, например АВР, 

не превосходит 5/6. Точка Р лежит на отрезке СЁ, поэтому ли- 

бо точка С, либо точка F удалена от прямой АВ не больше, 

чем точка P. Следовательно, либо SygcS<Sapp<S/6, либо 

АВЕ < Sapp < ® / 6. 

6) Пусть ABCDEFGH — выпуклый восьмиугольник. Докажем 

сначала, что четырехугольники ABEF, BCFG, CDGH и РЕНА имеют 

общую точку. Ясно, что пересечением ABEF и СРСН является 

нскоторый выпуклый четырехугольник KLMN (рис. 105). Отрезки 

AF wu НС лежат внутри углов DAH и AHE соответственно, поэтому 

точка К лежит внутри четырехугольника РЕНА. Аналогично до- 

казываестся, что точка М лежит внутри четырехугольника РЕНА, 

т. е. вссь отрезок КМ лежит внутри ero. Аналогично отрезок LN 

лежит внутри четырсхугольника BCFG. Точка пересечения диагоналей 

КМ и LN принадлежит всем нашим четырехугольникам; обозначим 

ее О. Разобьем восьмиугольник на треугольники, соединив точку 

О с вершинами. Площадь одного из этих треугольников, например 

ABO, нс превосходит 5/8. Отрезок АО пересекает сторону KL 

в некоторой точке Р, поэтому Sypp<Sy4go<5/8. Так как точка 
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Puc. 104 Puc. 105 

Р лежит на диагонали CH, To либо 5.вс<5лвр<5/8, либо 

Элвн < Sage <S/8. 
9.46. Проведем через все всршины многоугольника прямые, 

параллельные одной парс сторон квадрата, и разобьсм тем самым 

квадрат на полоски. Каждая такая полоска отрезает от многоугольника 

трапецию или треугольник. Достаточно доказать, что длина одного из 

оснований этих трапеций больше 0,5. Предположим, что длины 

оснований вссх трапеций нс превосходят 0,5. Тогда площадь каждой 

трапеции не превосходит половины высоты полоски, ес заключающей. 

Поэтому площадь многоугольника, равная сумме площадей трапеций 

и треугольников, на которые он разрезан, не превосходит половины 

суммы высот полосок, т. с. не превосходит 0,5. Получено противорсчие. 

9.47. а) Пусть Py, ..., P, — данные точки. Соединим точку P, с вср- 

шинами квадрата. При этом получится четыре треугольника. Затем для 

k=2, ..., п проделасм следующую операцию. Если точка P, лежит строго 

внутри одного из полученных рансе треугольников, то соединим ес 

с вершинами этого треугольника. Если точка P, лежит на общей стороне 

двух треугольников, то соединим се с вершинами этих треугольников, 

противолесжащими общей стороне. После каждой такой операции 

в обоих случаях число треугольников увеличивается на два. В результате 

получится 2 (п -+ 1) треугольников. Сумма площадей этих треугольников 

равна 1, поэтому площадь одного из них не превосходит 1/(2(п-+1)). 

6) Рассмотрим наименьший выпуклый многоугольник, содер- 

жащий данныс точки. Пусть он имеет К вершин. Если k=n, то 

этот К-угольник можно разбить на n—2 треугольников, диагоналями, 

выходящими из одной вершины. Если же k<n, то внутри К-угольника 

лежит n—k точек и сго можно разбить на треугольник способом, 

указанным в предыдущей задаче. При этом получится k+2(n—k—-1) 

=2n—k—2 треугольников. Так как k<n, то 2n—k—2>n—-2., 

Сумма площадей трсугольников разбиения мсныше 1,° а их 

количество не меньше m—2, поэтому площадь хотя бы одного из 

них нс превосходит | /(a-- 2). 
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9.48. а) Можно считать, что описанный п-угольник A,...A, 

и вписанный п-угольник B,...B, расположены так, что прямые А;В; 

пересекаются в центре О данного круга. Пусть С; и В, — середины 

сторон /4;А;+1 и В,В;+1. Тогда Зов.с, =Рр`ОВ;' ОСЬ, бов, =р` OB; OD; 

и болс=р`ОА; ОС, где р=(ят А; ОС} |2. Так как OA;:OC;= 

=OB;:OD;, то S 0в,с.= Sos,p,S04,C;- Остается заметить, что площадь 

части круга, заключенной внутри угла A,;OC;, больше Soz,c,; 

а площади частей вписанного и описанного п-угольников, заключен- 

ных внутри этого угла, равны Sog.p, И Soa,c;- 

6) Пусть радиус окружности равен А. Тогда Р, =2и А 9 (п/п), 

P,=2nRtg(n/n) и L=2nR. Нужно доказать, что sinxtgx>x? 

sin x \? x*\? x? x4 
при O<x<7/3. Так kak >| 1-— | =l-—+— и 

х 6 3 36 
2 x? 

0<cosx<l—T +7 (см. приложение в конце главы), остается про- 

2 x* x? x4 , 4 

верить, что | -—+—21——+—, т.е. 12x°>x". При х<л/3 это 
3 36 2 24 

неравенство выполняется. 

9.49. Пусть О — центр гомотетии, переводящей вписанную окруж- 

ность в описанную. Разобьем плоскость лучами, выходящими из 

точки О и проходящими через вер- 

шины многоугольника и точки каса- 

ния его сторон с вписанной окруж- 

ностью (рис. 106). Достаточно дока- 

зать требуемое исравенство для частей 

кругов и многоугольника, заключен- 

ных внутри каждого из образованных 

этими лучами углов. Пусть стороны 

угла пересекают вписанную и описан- 

ную окружности в точках P, Ou К, 

5 соответственно, причем Р— точка 

касания, а S— вершина многоуголь- 

Рис. 106 ника. Площади частей кругов больше 

площадей треугольников OPQ и ORS, 

поэтому достаточно доказать, что 2Sops<Sopg+Sors. Так как 

2Sops = 2Sopg + 2Spgs И бов; = Sopa + 
+Spost+ ЭРк5› OCTaeTCA доказать, что Spos<Sprs. Это неравенство 

очевидно, так как высоты треугольников POS и PRS, опущенные 

на основания РО и RS, равны, а PO<RS. 

9.50. Достаточно доказать, что оба треугольника содержат центр О 

круга. Докажем, что если треугольник АВС, помещенный в круг 

радиуса 1, не содержит центра круга, то его площадь меньше |. 

В самом деле, для любой точки, лежащей вне треугольника, найдется 

прямая, проходящая через две вершины и отделяющая эту точку 
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от третьей вершины. Пусть для определенности прямая АВ разделяет 

точки Си О. Тогда h.<1 u AB<2, поэтому 5=й,: АВ/2<1. 

9.51. а) Построим на сторонах многоугольника внутренним 

образом прямоугольники со второй стороной А=5/Р. Они покроют 

не весь многоугольник (эти прямоугольники перекрываются и могут 

вылезать за его пределы, а сумма их площадей равна площади 

многоугольника). Нспокрытая точка удалена ото всех сторон мно- 

гоугольника больше, чем на КА, поэтому круг радиуса К с центром 

в этой точке целиком лежит внутри многоугольника. 

6) Из задачи а) следует, что во внутренний многоугольник 

можно поместить круг радиуса 5›/Р.›. Ясно, что этот круг лежит 

внутри внешнего многоугольника. Остается доказать, что если внутри 

многоугольника лежит круг радиуса К, то К<25/Р. Для этого 

соединим центр О круга с вершинами. Тогда многоугольник 

разобьется на треугольники с площадями h;a;/2, где h;— расстояние 

от точки О до i-M стороны, а а; — длина 1-й стороны. Tak как 

h;>R, то 25=У йа: > >. Ва, = ЕР. 
9.52. Рассмотрим сначала случай, когда две стороны параллело- 

грамма лежат на прямых АВ и АС, а четвертая вершина Х лежит 

на стороне ВС. Если BX:CX=x:(1—x), то отношение площади 

параллелограмма к площади треугольника равно 2х(1—х)<1/2. 

В общем случае проведем параллельные прямые, содержащие 

пару сторон данного параллелограмма (рис. 107). Площадь данного 

параллелограмма не превосходит суммы площадей заштрихованных 

параллелограммов, а они относятся к разобранному выше случаю. 

Если прямые, содержащие пару сторон данного параллелограмма, 

пересекают лишь две стороны треугольника, то можно ограничиться 

одним заштрихованным параллелограммом. 

9.53. Рассмотрим сначала такой случай: две вершины А и В тре- 

угольника АВС лежат на одной стороне РО параллелограмма. 

Тогда AB<PQ и высота, опущенная на сторону AB, не больше 

высоты параллелограмма. Поэтому площадь треугольника АВС не 

больше половины площади параллелограмма. 

Если же вершины треугольника лежат на разных сторонах 

параллелограмма, то две из них лежат на противоположных сторонах. 

Проведем через третью вершину треугольника прямую, параллельную 

этим сторонам (рис. 108). Она разрезает параллелограмм на два 

вараллелограмма, а треугольник —на два треугольника, причем 

у обоих треугольников две вершины лежат на сторонах параллело- 

грамма. Приходим к рассмотренному случаю. 

9.54. Пусть М — середина наибольшей стороны ВС данно- 

го остроугольного треугольника АВС. Окружность радиуса МА 

с центром М пересекает лучи МВ и МС в точках В, и С.. 

Так как £BAC<90°, то MB<MB,. Пусть для определен- 

ности LAMB<LAMC, т.е. LAMB<90°. Torna АМ?+ 
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+MB*<AB*<BC*=4MB?’, т.е. AM <./3 ВМ. Если AH—pbpicota 
треугольника ABC, то AH-BC=2, а значит, Sygic,=BiCi x 

x АН/2=АМ-АН<./3 BM: AH=,/3. 
9.55. a) Пусть АВ — наибольшая диагональ или сторона данного 

многоугольника М. Многоугольник М заключен внутри полосы, 

образованной перпендикулярами к отрезку АВ, проходящими через 

точки А и В. Проведем к многоугольнику М две опорные прямые, 

параллельные АВ; пусть они пересекают многоугольник М в точках 

С и D. В результате многоугольник М заключен в прямоугольник, 

площадь которого равна 2$двс +25 лвь<25. 

6) Пусть М — исходный многоугольник, /— произвольная прямая. 

Рассмотрим многоугольник M,, одна из сторон которого — проекция 

М на [| а длины сечений много- 

| угольников М и М, любой пря- 

мой, перпендикулярной [ равны 

м (ис. 109). Легко проверить, что 

27 многоугольник М, тоже выпуклый, 

причем его площадь равна 5. 

Нусть А — наиболее удаленная от 

/ точка многоугольника M,. Пря- 

мая, равноудаленная от точки 

А и прямой [, пересекает стороны 

многоугольника М, в точках 

’ В и С. Проведем через точки 

В и С опорные прямые. В резуль- 
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1 тате вокруг многоугольника 

Рис. 109 М, будет описапа трапеция (через 

точку А тоже можно провести 

опорную прямую); площадь этой трапеции не менее 5. Если высота 

трапеции (т. е. расстояние от точки А до прямой [) равна h, то 

ее площадь равна h-BC, а значит, й'ВС>5. Рассмотрим сечения 

РО и RS многоугольника М прямыми, перпендикулярными [ и про- 

ходящими через В и С. Длины этих сечений равны A/2, поэтому 

РОК5 — параллелограмм, причем его площадь равна BC-h/2>S/2. 

9.56. а) Заключим многоугольник в полосу, образованную 

параллельными прямыми. Будем сдвигать эти прямые параллельно 
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до тех пор, пока на. каждую из них не попадут некоторые вершины 

А и В многоугольника. Затем проделаем то же самое для полосы, 

образованной прямыми, параллельными АВ. На эти прямые попадут 

некоторые вершины С и D (рис. 110). Исходный многоугольник 

заключен в параллелограмм, поэтому площадь этого параллелог- 

рамма не меньше 1. С другой стороны, сумма площадей треуголь- 

ников АСВ и ADB равна половине площади параллелограмма, 

поэтому площадь одного из этих треугольников не меньше 1/4. 

6) Как и в задаче а), заключим многоугольник в полосу, 

образованную параллельными прямыми, так, чтобы вершины 

А и В лежали на этих прямых. Пусть ширина этой полосы равна 

а. Проведем три прямые, делящие эту полосу на равные полосы 

шириной 4/4. Пусть первая и третья прямые пересекают стороны 

многоугольника в точках К, Г и М, N соответственно (рис. 111). 

Рис. 110 Рис. 111 

Продолжим стороны, на которых лежат точки КА, L, М и N, до 

пересечения со сторонами исходной полосы и с прямой, делящей 

ее пополам. При этом образуются две трапеции со средними 

линиями КЁ и ММ, высоты которых равны d/2. Так kak эти 

трапеции покрывают весь многоугольник, сумма их площадей не 

меньше ero площади, т.е. (4: КЕ+а: ММ)/2>1. Сумма площадей 
треугольников АММ и ВКЕ, содержащихся в исходном многоуголь- 

нике, равна (34: ММ+ За: КГ) /8>3/4. Поэтому площадь одного из 
этих треугольников не меньше 3/8. 

9.57. Докажем, что найдутся даже три последовательные 

вершины, удовлетворяющие требуемому условию. Пусть а; — угол 

между гии (i+ 1)-й сторонами, В; =п-ч;, а аа — длина 1-й стороны. 

а). Площадь треугольника, образованного 1-й и (i+ 1)-й сторонами, 

равна 5;=(а;а; +: зта;)/2. Пусть 5— наименьшая из этих площадей. 

Тогда 2S <aja;4,sina;, поэтому (25)" < (а1...а2) (яп a, ...зта„)<а?...а?. 
Согласно неравенству между средним арифметическим и средним 

геометрическим (а1...а,)"”" <(а, +...+а„)/п, поэтому 25<(а, ...а,)?"< 
< (а, +...+а,)?/п?. Так как a;<p;+q;, где р; и 4.— проекции i-it 

стороны на вертикальную и горизонтальную стороны квадрата, то 
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a,t...+4n<(pit..tpna)+(qit..+9n)<4 Поэтому 25<16п?, т.е. 

S<8/n?. 
6) Воспользуемся доказанным выше нсравенством 

2 [т (с: : L/n 16 . . . 25 < (а, ...а,)?!" (sin a, ... sin a) <~ (sin a4 ... sin о). Так как sina,;= 

=sinB; и В,+... +В, =2л, то (sing,...sina,)'/"=(sin Ви ... 5 В,) 1" < 

<(В, + ... +В,)/п=2п/п. Поэтому 25<32п/п?, т.е. S<16n/n°. 
9.58. Пусть [,— длина гго звена ломаной, a; и b;— длины его 

проекций на стороны квадрата. Тогда /;<a;+5;. Следовательно, 

1000 = +...+/,<(а, +... +а,„)-+ (6, +...+Ь,), т.с. либо а, +... а, > 500, 

либо Ь, +... +Р,> 500. Если сумма длин проекций звеньсв на сторону 

длиной | не меньше 500, то на одну из точек стороны проецируется 

не менсе 500 различных звеньев ломаной, т.е. перпендикуляр 

к стороне, проходящий через эту точку, пересекает ломаную по 

крайней мере в 500 точках. 

9.59. Гсометричсскос место точек, удаленных от данного отрезка 

He болсе чем на =, изображено 

TTT } — на рис. 112. Площадь этой фи- 

© re —А гуры равна me*4+2e/, где /— 
+ длина отрезка. Построим такие 

фигуры для вссх N звеньсв 

данной ломаной. Так как сосед- 

112 ние фигуры имсют N—1 общих 
кругов радиуса = с центрами 

в нсконцевых вершинах ломаной, то покрытая этими фигурами 

площадь нс превосходит МЕ? +2=(1 +... +1,)-(№М- 1) ne? =2eL + ne”. 
Эти фигуры покрывают вссь квадрат, так как любая точка квадрата 

удалспа от нскоторой точки ломаной менышс чем на &. Поэтому 

Рис. 

| TE 
1<2eL+ne7, т.с. L>——-——. 

25 2 

9.60. Разобьем квадрат на п всртикальных полосок, содержащих 

по п точек каждая. Точки внутри каждой полосы соединим сверху 

вниз и получим п ломаных. Эти ломаные можно сосдинить в одну 

ломаную двумя способами (рис. 113, а и 6). Рассмотрим отрезки, 

соединяющие разные полосы. Объединение всех таких отрезков, 

полученных обоими способами, представляет собой пару ломаных, 

причем сумма длин горизонтальных проекций звеньев каждой из 

них He превосходит |. Поэтому сумма длин горизонтальных проскций 

соединяющих отрезков для одного из способов не превосходит 1. 

Рассмотрим именно это сосдинсние. Сумма длин горизонтальных 

проекций для соединяющих 3BCHbCB HC превосходит 1, а для всех 

остальных звеньев не превосходит (n—1)(h,+...+A,), где й, — ширина 
-й полосы. Ясно, что й,+...+1,=1. Сумма вертикальных проекций 

всех звеньев ломаной не превосходит п. В итоге получаем, что 
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Рис. 113 

сумма вертикальных и горизонтальных проскций всех 3BCHbCB HC 

превосхолит 1+(n—1)+n=2n, поэтому и длина ломаной He превос- 

ходит 271. 

9.61. Пусть М и № — концы ломаной. Будем идти по ломаной из 

М в №. Пусть А, — первая из встрстившихся нам точек ломаной, 

удаленных от какой-либо вершины квадрата на расстояние 0,5. 

Рассмотрим вершины квадрата, соседние с этой ` вершиной. Пусть 

B, -- первая после А, точка ломаной, удаленная от одной из этих вершин 

на расстояние 0,5. Вершины квадрата, 

ближайшие к точкам A, и В,, обозна- 

чим Аи В соответственно (рис. 114). 

Часть ломаной от М до A, обозначим 

через L,, от A, до № — через L2. Пусть 

Хи У— множества точек, лежащих на 

AD и удаленных не болсс чем на 0,5 от 

[и и L, соотвстственно. По условию 

Х и У покрывают всю сторону AD. 

Ясно, что А принадлежит Х, а D нс 

принадлежит Х, поэтому D принадлежит 

У, т. с. оба множества Хи У He пусты. 

Но каждос из пих состоит из нескольких А 

отрезков, поэтому они должны иметь 

общую точку Р. Следовательно, на 

L,.u L, существуют точки Fy, и Р›, для которых PF, < 0,5 и РР. <0,5. 

Докажем, что Ё и РГР, — искомые точки. В самом деле, 

F\F,<fF,P+PF,<1. С другой стороны, идя в Р› из ЕР), мы должны 

пройти через точку В, а ЕВ, 299 и Р.В, >99, так как точка 

В, удалена от стороны ВС не больше чем Ha 0,5, а ЁР, и Fy удалены 

от стороны AD не больше чем на 0,5. 

9.62. Пусть / А=/ В. Достаточно доказать, что если АД < BC, 

то £D>ZLC. Возьмем на стороне ВС точку О, так, что ВБ, =АБ. 

Тогда АВ.) — равнобсдренная трапеция. Поэтому 7 D>/D,DA= 

=/DD,B> LC. 

В c 

Puc. 114 
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9.63. Пусть В, и С, — проекции точек В и С на основание 

AD. Так как / ВАВ, < / СС, и ВВ, =СС,, то АВ, >БС, и поэтому 

B,D<AC,. Следовательно, BD? =B,D*+B,B*<AC?4+CC?2=AC?. 
9.64. Пусть углы В и D четырехугольника ABCD тупые. Тогда 

точки В и D лежат внутри окружности с диаметром АС. Так как 

расстояние между любыми двумя точками, лежащими внутри окруж- 

ности, меньше ее диаметра, то BD<AC. . 

9.65. В равнобедренной трапеции ABCD диагонали АС и BD 

равны. Поэтому BM+(AM+CM)>BM+ АС=ВМ + BD>DM. 
9.66. Пусть О — середина отрезка BD. Точка А лежит внутри 

окружности с диаметром BD, поэтому OA<BD/2. Кроме того, 

FO=CD/2. Следовательно, 2FA<2FO+20A <CD+ BD. 

9.67. Отложим на лучах AB, AC u AD отрезки АВ’, AC’ u АБ’ 

длиной 1/АВ, 1/AC и 1/AD. Тогда AB: AC=AC':AB’, т.е. 

A АВС А АС’В’. Коэффициент подобия этих треугольников равен 

1/(АВ- АС}, поэтому В’С’=ВС/(АВ-АС). Аналогично C'D'= 
=CD/(AC: AD) и B'D'=BD/(AB- AD). Подставив эти выражения в не- 
равенство В’р’<В’'С'+С'’Р’и домножив обс части на АВ`АС. AD, 

получим требуемос. 

9.68. Ясно, что Sygcp = авс + Sacp = 25 amc + 2S anc = 2 (Samy + Scmn)- 

Если отрсзок АМ перссскает диагональ BD в точке А,, TO 

Scmn = ба, Мм <Samn. Значит, блвср < 45 дмм. 

9.69. Диагонали АС и BD пересекаются в точке О. Пусть для 

опредсленности точка Р лежит внутри трсугольпика АОВ. Тогда 

AP+BP<AO+BO<AC+BD (см. решение задачи 9.28) и СР+ 

+DP<CB+ ВА+ AD. 

9.70. Пусть r;, S; и р; — радиусы вписанных окружипостей, площади 

и полуперимстры полученных треугольников. Тогда Q>2) r= 

=2) (S;/pi)>4) (Si/P)=4S/P. 

9.71. Пусть АС< BD. Опустим из всршин A и С перпендикуляры 

AA, и СС, на диагональ BD. Тогда АА, +СС, < АС< ВБ, а значит, 

AA,<BD/2 или СС, < BD/2. 

9.72. Проведем через концы отрезка КГ прямые, ему перпсн- 

дикулярные, и рассмотрим проекции на них вершин четырсхугольника, 

а также точки пересечения с ними прямых АС и ВО (рис. 115). 

Пусть для опрсделенности точка А лежит впутри полосы, задаиной 

этими прямыми, а точка В— вне ес. Тогда можно считать, что 

D лежит внутри полосы, так как иначе BD>KL, и доказательство. 

завершено. Так как 

АА’ А.К _ CL CC’ 

BB’ BiK D,L DD" 

то либо AA'<CC’ (и тогла AC>KL), либо BB'=SDD' (и тогда 

BD> KL). 
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Puc. 115 Рис. 116 

9.73. Введсм такис обозначения, как Ha рис. 116. Все рассматривае- 

мые параллелограммы имеют общий центр (задача 1.7). Длины сгорон 

параллелограмма Р., равны a+a, и b+5,, а длины сторон параллело- 

грамма Р, равны аа, +2х и Б+Ь, +2у, поэтому нужно проверить, что 

at+a,+2x<2(a+a,) или b+6,4+2y<2(b+5,), т.е. 2x<at+a, или 
2у<Ь-+Ь,. Предположим, что ata,<2x и 64+6,<2y. Тогда 

Jaa, <(а+а,)/2<хи ./bb,; <у. С другой стороны, равенство площадей 
заштрихованных параллелограммов (см. задачу 4.19) показывает, что 

ab=xy=a,b,, а значит, Jaa, /bb, =xy. Получено противорсчие. 

9.74. Пусть углы пятиугольника равны a, at+y, а+2у, a+3y, 

a+4y, где о, 720. Так как сумма углов пятиугольника равна 3n, 

то 5“-+ 10у=3л. Из выпуклости пятиугольника следует, что BCC cro 

углы меньше 7, т.е. a+t4y<n, или —5a/2—10y> —5п/2. Складывая 

последнее неравенство с равенством 35а + 10у=Зл, получаем 5a/2>7/2, 

т.е. a>n/5=36’. 
5 — —. > — 4 — — 

9.75. Ясно, что 4=AE7=|AB+BC+CD+4+DE|? =|AB+4+ ВСР + 
— — — — > > 

+2(AB+BC, CD+DE)+|CD+DE|?. Так как ДАСЕ=90?, To 
—_ > — — —> > — — . > 

(AB+ BC, CD+DE)=(AC, СЕ)=0. Поэтому 4=|AB+BC}?+|CD+ 
> _ — > — 

+ DE|*=AB*+BC*+CD*+DE*+2(AB, BC)+2(CD, DE), т.е. до- 
> > —> -—<> 

статочно доказать, что abc <2(АВ, ВС) и bed<2(CD, DE). Поскольку 
_—> — 

2(АВ, ВС) = 2а6 соз (180°— / ABC)=2abcos AEC=ab-CE и c<CE, то 
> —- 

abc <2 (АВ, ВС). Второс неравенство доказывается аналогично, так как 

можно ввссти новые обозначения А, =Ё, B,=D, С, =С, a,=d, В =с, 
> — 

c,=b, и неравенство bed<2(CD, DE) перепишется в виде авс, < 
— > 

<2(A,B,, B,C,). 

9.76. Пусть В — середина стороны A,Ay данного шсестиугольника 

Ау... Ав, O—cro центр. Можно считать, что точка Р лежит внутри 
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треугольника A,OB. Torna PA;2>1, так как расстояние от точки 

A, до прямой ВО равно 1; PA,>1 и PA;2>1, так как расстояния 

от точек A, и А; до прямой A3A6 равны |. 

9.77. Предположим, что радиусы описанных окружностей трс- 

угольников ACE и BDF больше 1. Пусть О— центр описанной 

окружности треугольника АСЕ. Тогда LABC> L AOC, 

LCDE>LCOE и LEFA>LEOA, a значит, £B+LD4+LF>2n. 

Аналогично £LA+4C+ L£E>2n, т.с. сумма углов шсестиугольника 

АВСРЕЕ больше 4п. Получено противоречие. 

Замечание. Аналогично можно доказать, что радиус описанной 

окружности одного из треугольников ACE и BDF нс меньше |. 

9.78. Можно считать, что АЕ<АСЗ«З СЕ. Согласно задаче 9.67 

AD:-CE<AE:CD+AC:DE<AE+ACK2CE, т.е. Ар<2. 

9.79. Так как £A,=180°—~A,2A,/2, ДА. =180°—- А.А, [2 

и LAs5=180°—~AgAg/2, то LA,+LA3+ АА: =2.180° +(360° — 

—~A1A,—~AgA2 ——АвА4)/2=2-180°+-—А-Аз/2. Поскольку центр 

окружности лежит внутри семиугольника, то —А-Аб < 180°, поэтому 

ДА + ДАз+ АА. < 360° + 90° = 450°. 

9.80. а) Нужно доказать, что ссли с — гипотснуза прямоугольного 

треугольника, а аи b—ero катеты, то c>(at+b)/./2, т.е. (a+b)’< 
<2(а?+Ь?). Ясно, to (a+b)?=(a?+b7)4+ 2ab<(a?+b*)+(a*+ 
+b*)=2(a*+b’). 

6) Пусть 4; — длина 1-й стороны многоугольника, a х; и у— 

длины се проекций на координатные оси. Тогда х,+... +х, 22а, 

yit..+yn,22b. Согласно задаче а) dj >(x; +yi)//2. Поэтому 

Ч +... $y > (хи + ++. tn) //2 2/2 (a+ 0). 
9.81. Возьмем отрезок длиной Р и расположим на нем стороны 

многоугольника слсдующим образом: на одном конце отрезка 

поместим наибольшую сторону, на другом — следующую за ней по 

величине, а BCC остальные стороны помсстим мсжду ними. Tak как 

любая сторона многоугольника меньше P/2, ссредина О отрезка 

не может паходиться на этих двух наибольших сторонах. Длина 

стороны, на которой находится точка О, не превосходит P/3 (иначе 

первые две стороны тоже были бы больше Р/З и сумма трех 

сторон была бы больше Р), поэтому одна из сс вершин удалена 

от О не болсе чем на P/6. Эта вершина разбивает отрезок на 

два искомых отрезка, так как разность их длин не превосходит 

2:P/6=P/3. 

9.82. Пусть В, = LOA, А, +1. Тогда x, sin B,=dy=Xq41 Sin (ми + 1 — By +1). 

Поэтому 2) d=) x, (т (a, — Ви) + sin Ви) =2) ль sin (0% /2) cos (в /2— В») < 

<2) x, sin (0/2). 
Яспо также, что А, Ape, =X, COS But Хк+1 С0$ (0% 4+1—Be+1). Поэтому 

2р=У А, А, =, хь (со$ (a,— Bx) + соз By) =2)' хьсо$ (a,/2) cos (a4 /2 — 
— В )< 2 хи cos (к /2). 
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В обоих случаях равенство достигается, только если oO, =2f;,, 

т.е. О-о центр вписанной окружности. 

9.83. Предположим, что центр О многоугольника M, лежит вне 

многоугольника M,. Тогда существует такая сторона АВ многоуголь- 

ника Ми, что многоугольник M, и точка О лежат по разные стороны 

от прямой АВ. Пусть СБ — сторона многоугольника M,, параллельная 

АВ. Расстояние мсжду прямыми АВ и CD равно радиусу вписанной 

окружности 5 многоугольника M,, поэтому прямая СР лежит вне 

окружности 5. С другой стороны, отрезок CD лежит внутри 

многоугольника М2. Следовательно, длина отрезка СР меньше 

половины длины стороны многоугольника М. (см. задачу 10.66). 

Получено противоречие. 

9.84. Пусть А, ближайшая к О вершина многоугольника. 

Разобьсм многоугольник на треугольники диагоналями, проходящими 

через всршину A,. Точка О окажется в одном из этих треугольников, 

например в треугольнике A, A,A,41. Если точка О попадет на сторону 

A,A,, то /А.ОА,=цп, и задача решена. Поэтому будем считать, 

что точка О лежит строго внутри треугольника A,A,A,4,. Так как 

A,O<A,O и A,O<A,4,0, TO LA,A,O < 1 A,A,O 

и LA,sAp4,}OR LAgy,A,O. Следовательно £A,OA,+ LA,x+,OA,= 

= (^- LOA\A,— LOA,A,1) + (п- LOA Agi — LOA gs As) > 

2n 
2>2n—-210A,A,—2L ОА А. =2N—-—2LA,A Age 1 =2N—-——, Т.е. ОДИН 

n 

] 
из углов A,OA, и А‚. ОА, не меньше кп|1-- 

n 

9.85. Пусть 4—- длина наибольшей диагонали (или стороны) АВ 

данного п-угольника. Тогда его периметр Р не превосходит па 

(задача 13.42). Пусть А; — проекция вершины A; на отрезок AB. 

Тогда )АА;>2пта/2 или > BA;>nd/2 (задача 9.87); пусть для опре- 

деленности выполняется первое неравенство. Тогда У АА;> У АА! > 

>па/2>па>2Р, так как n/2>3,5>n. Любая точка п-угольника, 

достаточно близкая к вершине A, обладает требусмым свойством. 

9.86. а) Предположим сначала, что £A;>L8B;, а для всех 

остальных рассматриваемых пар углов имеет место равенство. 

Расположим многоугольники так, чтобы вершины Ay, ..., A; совпали 

с B,,..., В;. В треугольниках A,A;A, и А, А.В, стороны A;A, и А.В, 

равны и /4,4,4,> 1/1 А. А.В,, поэтому A,A,>A,B,. 

Если же не равны несколько углов, то многоугольники А... А» 

и B,...B, можно включить в цепочку многоугольников, последователь- 

ные члены которой такие, как в разобранном выше случае. 

6) При полном обходе многоугольника знак минус меняется 

на знак плюс столько же раз, сколько происходит обратная смена 

знака. Поэтому число пар соседних вершин с разными знаками 

четно. Остается проверить, что число изменений знака не может 
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быть равно двум (число изменений знака не равно нулю, Tak как 

сумма углов обоих многоугольников одна и та же). 

Предположим, что число изменений знака равно двум. Пусть 

Ри О, Р’и О’— середины сторон многоугольников A,...A, HU В... Вл, 

на которых происходит смена знака. К парам многоугольников 

M, и М1, М.) и My (puc. 117) можно применить утверждение 

задачи а); в одном случае получим РО>Р’О’, ав другом РО<Р'’О’, 

чего не может быть. 

9.87. Пусть А и В—концы отрезка; X,, ..., Х„— данные точки. 

Так как АХ, + ВХ, =1, то ) AX;+), ВХ; =п. Следовательно, ) АХ; >н/2 

или У BX;>n/2. 
9.88. Будем тянуть провод по отрезку АВ, огибая при этом 

встречающиеся деревья по кратчайшей дуге (рис. 118). Достаточно 

Рис. 118 

доказать, что путь по дуге окружности не болес чем в 1,6 раза 

длиннес пути по прямой. Отношение длины дуги угловой величины 

2” к хорде, се стягивающей, равно @/sing. Так как О<ф<п/2, то 

<ф/зтф<л/2 < 1,6. 

9.89. Пусть дерсвья высотой а, >а.>..>а, растут в точках 

Ay, ..., Ав. Тогда по условию A,A2<|a,;—a2|=a,—ap, ... 

.. А,_-1А,<а,-1-а,. Следовательно, длина ломаной A,A>...A, не 

превосходит (а, — а2) + (а2—аз) + ... +(а,-.-а,)=а, -а, < 100 м. Эту ло- 
маную можно огородить забором, длина которого не превосходит 

200 м (рис. 119). 

9.90. Выделим в полученном многоугольнике части, по которым 

произошла склейка (на рис. 120 эти части заштрихованы). Все 
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стороны, не принадлежащие заштрихованным многоугольникам, вхо- 

дят в перимстр исходного и полученного многоугольников. Что же 

касается заштрихованных многоугольников, то их стороны, лежащие 

на прямой сгиба, входят в периметр полученного многоугольника, 

а все остальные стороны — в периметр исходного многоугольника. 

Так как у любого многоугольника сумма его сторон, лежащих на 

некоторой прямой, меньше суммы остальных сторон, то перимстр 

исходного многоугольника всегда больше, чем периметр полученного. 

9.91. Возьмем на ломаной две точки А и В, делящие ее 

периметр пополам. Тогда АВ<1/2. Докажем, что все точки ломаной 

лежат внутри круга радиуса 1/4 с центром в середине О отрез- 

ка АВ. Пусть М — произвольная точка ломаной, а точка М, 

симметрична сей относительно точки О. Тогда MO=M,M/2<. 

<(M,A+ AM)/2=(BM+ AM)/2<1/4, так как ВМ + АМ не превосходит 

половины длины ломаной. 

9.92. Пусть остроугольный треугольник АВС расположен внутри 

окружности 5. Построим описанную окружность 5, треугольника 

АВС. Так как треугольник АВС остроугольный, то угловая величина 
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дуги окружности S,, лежащей внутри 5, больше 180°. Поэтому на этой 

дуге можно выбрать диаметрально противоположные точки, т. е. 

внутри окружности 5 содержится диаметр окружности S,. Следовате- 

льно, радиус окружности 5 не меньше радиуса окружности Sy. 

Аналогичное утверждение для тупоугольного трсугольника не 

верно. Тупоугольный треугольник лежит внутри окружности, постро- 

енной на наибольшей стороне а как на диамстре. Радиус этой 

окружности равен а/2, а радиус описанпой окружности треугольника 

равен a/(2sina). Ясно, что а/2<а/(2 ты). 
9.93. Первое решение. Любой трсугольник псримстра Р мож- 

но поместить в круг радиуса Р/4, а если остроугольный трсугольник 

помещен в круг радиуса R,, то К,>К (задача 9.92). Поэтому 

Р/4= К, > К. 

Второе решение. Если 0<x<n/2, то sinx>2x/n. Поэтому 

a+b+c=2R(sina+sinB+sin y)>2R (20+ 2B + 2y)/x=4R.



Глава 10 

НЕРАВЕНСТВА ДЛЯ ЭЛЕМЕНТОВ 
ТРЕУГОЛЬНИКА 

Эта глава тесно связана с предыдущей. Основные сведения см. 
в предыдущей главе. 

$ 1. Медианы 

10.1. Докажите, что если a>b, то m,<m,. 
10.2. Медианы AA, и BB, треугольника АВС пересекаются 

в точке М. Докажите, что если четырехугольник A,MB,C 
описанный, то АС=ВС. 

10.3. Периметры треугольников АВМ, ВСМ и АСМ, где 
М — точка пересечения медиан треугольника АВС, равны. 
Докажите, что треугольник АВС правильный. 

10.4. а) Докажите, что если a, 6, с— длины сторон 
произвольного треугольника, то a*+b?>c7/2. 

6) Докажите, что m2+m?>9c?/8. 
10.5. а) Докажите, что т? +т;+т2<278?1/4. 
6) Докажите, что m,+m,+m,<9R/2. 
10.6. Докажите, что |[а?—Ь?|[/(2с)<т,<(а?+Ь?)/(2с). 
10.7. Пусть x=ab+bc+ca, x,;=m,m,+m,n,.+m.m,. До- 

кажите, что 9/20 <х, /х<5/4. 
См. также задачи 9.1, 10.74, 10.76, 17.17. 

$ 2. Высоты 

10.8. Докажите, что в любом треугольнике сумма длин 
высот меньше периметра. 

10.9. Две высоты треугольника больше 1. Докажите, что 
его площадь больше 1/2. 

10.10. В треугольнике АВС высота АМ не меньше 
ВС, а высота ВН не меньше АС. Найдите углы треугольника АВС. 

1 1 1 1 
10.11. Докажите, что —<—+—<-. 

1 h, hy r 
10.12. Докажите, что h,+h,+h,29r. 
10.13. Пусть a<b. Докажите, что at+h,<b+h,. 

10.14. Докажите, что h,<,/ry,r.. 
10.15. Докажите, что h,<(a/2)ctg(o/2). 
10.16. Пусть a<b<c. Докажите, что тогда h,+h,+ 

+h,<3b(a?+ac+c7)/(4pR). 
См. также задачи 10.28, 10.55, 10.74, 10.79. 
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$ 3. Биссектрисы 

10.17. Докажите, что [<./р(р-а). 

10.18. Докажите, что A,/1,>./2r/R. 

10.19. Докажите, что: а) [2+1 +12 <р?; 6) 1+1+1<./Зр. 
10.20. Докажите, что Lti,tm.<,/3 р. 
См. также задачи 6.38, 10.75, 10.94. 

$ 4. Длины сторон 

1 9К 
10.21. Докажите, что < ++ С < 45: 

10.22. Докажите, что 2bccosa/(b+c)<b+c—a<2be/a. 
10.23. Докажите, что если a, Б, c— длины сторон треуголь- 

ника периметра 2, то a*+b*+c?<2(1—abc). 
10.24. Докажите, что 20Rr—4r* <ab+be+ca<4(R+r)?. 

$ 5. Радиусы описанной, вписанной 
и вневписанных окружностей 

10.25. Докажите, что тг. <с?/4. 
10.26. Докажите, что r/R<2sin(a/2)(1—sin(o/2)). 
10.27. Докажите, что 6r<a+tb. 

10.28. Докажите, что —“+—+—>3. 

10.29. Докажите, что 27Rr<2p?<27R?7/2. 
10.30. Пусть О— центр вписанной окружности треуголь- 

ника ABC, причем ОА>2ОВ>ОС. Докажите, что OAS2r 

и OB>r,/2. 
10.31. Докажите, что сумма расстояний от любой точки 

внутри треугольника до его вершин не меньше би. 

10.32. Докажите, что (24245 >a (Zesty) 
r, abe 

a с 

10.33. Докажите, что: 

а) 5R—r>./3p; 

6) 4R—r,>(p~a) [3+ (a? + (b—<)7)/(25)]. 
10.34. Докажите, что 16Rr—5r*<p?<4R?4+4Rr43r?. 
10.35. Докажите, что r2+ré¢+r2>27R2/4. 
См. также задачи 10.11, 10.12, 10.14, 10.18, 10.24, 10.55, 

10.79, 10.82, 19.7. 

$ 6. Симметричные неравенства для углов треугольника 

Пусть а, В и у— углы треугольника АВС. В задачах этого 
параграфа требуется доказать указанные в условии неравенства. 

Замечание. Если a, В и у-— углы некоторого треугольника, 
то существует треугольник с углами (n—a)/2, (п-В)/2 и (п-1)/2. 
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В самом деле, эти числа положительны и их сумма равна пл. 
Следовательно, если некоторое симметричное неравенство справед- 
ливо для синусов, косинусов, тангенсов и котангенсов углов любого 
треугольника, то справедливо и аналогичное неравенство, в котором 
sinx заменен на cos(x/2), созх— на sin(x/2), вх- на св (x/2) 
и ctgx—-Ha 12 (х/2). Обратный персход от неравенств с половинными 
углами к нсравенствам с целыми углами возможен лишь для 
остроугольных треугольников. В самом деле, если a’ =(n—«)/2, то 
a=n—2c0’. Поэтому для остроугольного треугольника с углами w, 
В’, у’ существует треугольник с углами п-29, п- 28’ и n—2y’. При 
такой замене sin («/2) переходит в COSX ит. д., но полученное 
неравенство может оказаться справсдливым лишь для остроугольных 
треугольников. 

10.36. а) 1<cosa+cosB+cos y<3/2; 
6) 1 < зщ (/2) + эт (В/2) + зщ (у/2)<3/2. 

10.37. а) sina+sinB+siny<3,/3/2; 
6) cos (/2) + соз (В/2) + соз (у/2)<3./3/2. 
10.38. а) ctgatctgB+ctgy>./3; 

6) tg(a/2)+ tg (B/2)+tg(y/2)>/3. 
10.39. а) ctg(«/2)+ctg(B/2)+ctg(y/2)>3,/3. 
6) Для остроугольного треугольника 

tgat+tep+tgy>3./3. 

10.40. a) sin(«/2)sin(B/2)sin(y/2)< 1/8; 
6) cosacosBcosy<1/8. 

10.41. a) sinasinBsiny< 3,/3/8; 

6) cos (a/2)cos (B/2) cos (y/2)<3,/3/8. 
10.42. а) cos?a+cos? B+ cos *y > 3/4. 
6) Для тупоугольного треугольника 

cos?a+cos*B+cos*y> 1. 

10.43. cos acos В+ соз Bcos у + с0$ у cosa < 3 [4. 
10.44. Для остроугольного треугольника 

sin 2a +sin 2B - зщ 2y < чт (а + В) + sin(B + y)+sin(y +4). 

$ 7. Неравенства для углов треугольника 

10.45. Докажите, что | —sin(a«/2)>2 зт (В/2) sin (9/2). 
10.46. Докажите, что sin(y/2)<c/(at+b). 
10.47. Докажите, что если a+b<3c, то 18 (“/2) 1 (В/2) < 1/2. 
10.48. Пусть о, В, у— углы остроугольного треугольника. 

Докажите, что если a<P<y, To зш2а> яп 2В > зт 27. 
10.49. Докажите, что cos 2a+cos 2В—со$2у<3/2. 
10.50. На медиане ВМ треугольника АВС взята точка 

Х. Докажите, что если AB<BC, то /ХАВ> £XCB. 
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10.51. Вписанная окружность касается сторон треугольника 
АВС в точках A,, В, и C,. Докажите, что треугольник 
A,B,C, остроугольный. 

10.52. Из медиан треугольника с углами а, Ви у составлен 
треугольник с углами o,, В, и Y,, (угол а„ лежит против 
медианы AA, ит. д.). Докажите, что если a>P>y, то “>а,„, 

“> В» У„>В>а„ Ви>у и 1 >7. 
См. также задачи 10.90, 10.91, 10.93. 

$ 8. Неравенства для площади треугольника 

10.53. Докажите, что: 

а) 3,/3r?<S<p?/3/3; 
6) S<(a?+b?+4+c?)/4,/3. 
10.54. Докажите, что a*+b*+c?—(a—b)?—(b-c)?- 

— (с-а)?>4./35. 
10.55. Докажите, что: 

а) 53<(./3/4) > (abc) ?; 

6) 3/h,hyh.< 4/3./'S <3/r rele 

* жж 

10.56. Ha сторопах BC, CA и АВ треугольника АВС 
взяты точки A,, В, и C,, причем AA,, BB, и CC, пересекаются 
в одной точке. Докажите, что Sy в, с, /лвс < 11/4. 

10.57. На сторонах ВС, СА и АВ треугольника АВС 
взяты произвольные точки A,, В, и Cy. Пусть a=Sygc, 
b=Sy4 Bc, C=Sa4,B,c И ИРА, ВС. Докажите, что 

u>+(at+b+c)u? > 4абс. 

10.58. На сторонах ВС, СА и АВ треугольника АВС 
взяты точки A,, В, и C,. Докажите, что площадь одного 
из треугольников AB,C,, A,BC,, A,B,C не превосходит: 

а) Sasc / 4; 

6) бл, в,С.- 
См. также задачи 9.33, 9.37, 9.40, 10.9, 20.1, 20.7. 

$ 9. Против большей стороны лежит больший угол 

10.59. Докажите, что / АВС< / ВАС тогда и только 

тогда, когда АС < ВС, т. е. против большего угла треугольника 
лежит большая сторона, а против большей стороны лежит 
больший угол. 

10.60. Докажите, что в треугольнике угол А острый 
тогда и только тогда, когда m,>a/2 
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10.61. Пусть ABCD и A,B,C,D,— два выпуклых четырех- 
угольника с соответственно равными сторонами. Докажите, 
что если LA>LA,, то LB<LB, LC>LC, LD<LD,. 

10.62. В остроугольном треугольнике АВС наибольшая 
из высот АН равна медиане ВМ. Докажите, что / В< 60°. 

10.63. Докажите, что выпуклый пятиугольник АВСРЕ 
с равными сторонами, углы которого удовлетворяют неравен- 
ствам LASLBSLCSLDELE, является правильным. 

$ 10. Отрезок внутри треугольника 
меньше наибольшей стороны 

10.64. а) Внутри треугольника АВС расположен отре- 
зок MN. Докажите, что длина ММ не превосходит наибольшей 
стороны треугольника. 

6) Внутри выпуклого многоугольника расположен отре- 
зок MN. Докажите, что длина ММ не превосходит наибольшей 

стороны или наибольшей диагонали этого многоугольника. 
10.65. Внутри сектора АОВ круга радиуса R=AO=BO 

лежит отрезок. MN. Докажите, что MN<R или MN<AB. 
(Предполагается, что / АОВ< 180°.) 

10.66. В угол с вершиной А вписана окружность, касаю- 
щаяся сторон угла в точках Ви С. В области, огравиченной 
отрезками АВ, АС и меньшей дугой ВС, расположен отрезок. 
Докажите, что его длина не превышает АВ. 

10.67. Внутри окружности расположен выпуклый пятиуголь- 
ник. Докажите, что хотя бы одна из его сторон не больше стороны 
правильного пятиугольника, вписанного в эту окружность. 

10.68. Даны треугольник АВС со сторонами a>b>c 
и произвольная точка О внутри его. Пусть прямые АО, 
ВО, СО пересекают стороны треугольника в точках Р, О, 
К. Докажите, что OP+00+4+O0R<a. 

$ 11. Неравенства для прямоугольных треугольников 

Во всех задачах этого параграфа АВС — прямоугольный треуголь- 

ник с прямым углом С. 

10.69. Докажите, что c">a"+b" при п>2. 
10.70. Докажите, что a+b<c+th,. 
10.71. Докажите, что для прямоугольного треугольника 

0,4<r/h<0,5, где й— высота, опущенная из вершины прямого 
угла. 

10.72. Докажите, что c/r>2(1 +,/2 , 
10.73. Докажите, что m2+mé>29r?. 
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$ 12. Неравенства для остроугольных треугольников 

10.74. Докажите, что для остроугольного треугольника 

т тт К 
|+. 
h, oh, oh, r 

10.75. Докажите, что для остроугольного треугольника 

| Е 1 
—~+-—+4-<,/2{-+-+-]. 
/ ht vil! b ‘ 

10.76. Докажите, что если треугольник He тупоугольный, 
то m,tm,+m.S4R. 

10.77. Докажите, что если в остроугольном треугольнике 
h,=l,=m,, то этот треугольник равносторонний. 

10.78. В остроугольном треугольнике АВС проведены 
высоты AA,, ВВ, и CC,. Докажите, что периметр треуголь- 
ника A,B,C, не превосходит половины периметра треуголь- 
ника АВС. 

10.79. Пусть й— наибольшая высота нетупоугольного 
треугольника. Докажите, что г+ К <И. 

10.80. На сторонах BC, СА и AB остроугольного треуголь- 
ника АВС взяты точки A,, В, и С,. Докажите, что 

2(B,C,cosa+C,A,cosB+A,B, cos y)>acosa+ bcos В +c cos y. 

жж * * 

10.81. Докажите, что треугольник со сторонами а, 
b и с остроугольный тогда и только тогда, когда 
a? +b*+c?>8R?. 

10.82. Докажите, что треугольник остроугольный тогда 
и только тогда, когда p>2R+r. 

10.83. Докажите, что треугольник АВС остроугольный 
тогда и только тогда, когда на его сторонах ВС, СА и АВ 
можно выбрать такие внутренние точки A,, В, и С, что 
АА, =ВВ,=СС.. 

10.84. Докажите, что треугольник АВС остроугольный 
тогда и только тогда, когда длины его проекций на три 
различных направления равны. 

См. также задачи 9.93, 10.39, 10.44, 10.48, 10.62. 

$ 13. Неравенства в треугольниках 

10.85. Через точку О пересечения медиан треугольника 
АВС проведена прямая, пересекающая его стороны в точках 
М и №. Докажите, что NO<2MO. 
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10.86. Докажите, что если треугольник АВС лежит внутри 
треугольника А’В’С’, то Гавс < Глевс.. 

10.87. В треугольнике АВС сторона с наибольшая, а а на- 
именьшая. Докажите, что [<Й.. 

10.88. Медианы AA, и BB, треугольника ABC перпен- 
дикулярны. Докажите, что ctgA+ctg В> 2/3. 

10.89. Через вершину A равнобедренного треугольника 
АВС с основанием АС проведена окружность, касающаяся 
стороны ВС в точке М и пересекающая сторону АВ в точке 
№ Докажите, что АМ>СМ. 

10.90. В остроугольном треугольнике АВС биссектриса 
AD, медиана ВМ и высота СН пересекаются в одной точке. 
В каких пределах может изменяться величина угла А? 

10.91. В треугольнике АВС стороны равны a, В, с; 
соответственные углы (в радианах) равны a, В, у. Докажите, 
что почте п 

3 а+ь+с 2 

10.92. Внутри треугольника АВС взята точка О. Докажите, 
что АО зш BOC+ ВО зп АОС-+ СО зп АОВЗр. 

10.93. На продолжении наибольшей стороны АС треуголь- 
ника АВС за точку С взята точка D так, что CD=CB. 
Докажите, что угол АВР не острый. 

10.94. В треугольнике АВС проведены биссектрисы АК 
и СМ. Докажите, что если AB>BC, то АМ>МК> КС. 

10.95. На сторонах ВС, CA, АВ треугольника АВС взяты 
точки Х, У, Z так, что прямые АХ, ВУ, CZ пересекаются 

в одной точке О. Докажите, что из отношений OA:OX, 

OB:OY, OC:OZ по крайней мере одно не больше 2 и одно 
не меньше 2. 

10.96. Окружность 5, касается сторон АС и AB треуголь- 
ника АВС, окружность 55 касается сторон ВС и АВ, кроме 
того, 5, и 65, касаются друг друга внешним образом. 
Докажите, что сумма радиусов этих окружностей больше 
радиуса вписанной окружности 5. 

См. также задачи 14.24, 17.16, 17.18. 

Задачи для самостоятельного решения 

10.97. Пусть а, Б и с— длины сторон треугольника, 
P=a+b+4+c, Q=ab+bc+ca. Докажите, что ЗО<Р?<40. 

10.98. Докажите, что произведение любых двух сторон 
треугольника больше 4Rr. 

10.99. В треугольнике АВС проведена биссектриса AA,. 
Докажите, что A,C<AC. 
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10.100. Докажите, что если a>b и ath,<b+h,, To 
LC=90°. 

10.101. Пусть О — центр вписанной окружности треуголь- 
ника АВС. Докажите, что ab+bc+ca>(AO+BO+CO)?’. 

10.102. На сторонах треугольника АВС внешним образом 
построены равносторонние треугольники с центрами D, Еи F. 
Докажите, что Sper> 5 авс. 

10.103. На плоскости даны треугольники АВС и ММК, 
причем прямая ММ проходит через середины сторон АВ 

и АС, а в пересечении этих треугольников образуется 
шестиугольник площади 5 с попарно параллельными про- 
тивоположными сторонами. Докажите, что 35 < 5авс + Эммк. 

Решения 

10.1. Пусть медианы AA, и BB, пересекаются в точке М. Так 

как ВС> АС, то точки А и С лежат по одну сторону от серединного 

перпендикуляра к отрезку АВ, а значит, по ту же сторону лежат 

медиана CC, и ее точка М. Следовательно, АМ < ВМ, т.е. m,<m,. 

10.2. Предположим, например, что a>b. Тогда m,<m, (задача 

10.1). А так как  четырехугольник А,МВ,С описанный, то 

am Б т. 
5+3 ats т.е. (a—b)/2=(m,—m,)/3. Получено противоречие. 

10.3. Пусть, например, BC>AC. Тогда MA<MB (см. задачу 

10.1), поэтому BC+MB+MC>AC+4+MA+MC. 

10.4. а) Так как c<a+b, то c*<(a+b)*=a*+b?+4+2ab<2(a*+b’). 
6) Пусть М —-точка пересечения медиан треугольника АВС. 

m2 4m} 4 
Согласно задаче a) MA*+MB?>AB?/2, т.е. + 2" /2. 

10.5. а) Пусть М — точка пересечения медиан, О — центр описан- 

ной окружности тВугольника АВС. Тогда АО*+ВО*+СО*= 
=(AM + MO)? +(BM 4+ MO)?+(CM+MO)?=AM?+ BM24+CM*4 
+2(АМ+ВМ+СМ, МО)+3МО?. Так как АМ+ВМ+СМ=0, то 
AO*+ BO? +СО*=АМ*+ВМ?*+СМ*+3МО?*>АМ*+ВМ*+СМ?, 
т.е. 3R?>4(m3 +m} +m2)/9. 

6) Достаточно заметить, что (m,+m,+m,)* <3(m2+ms5+m2) (см. 
приложение к гл. 9). 

10.6. Формулу Г срона можно переписать В виде 

1652 =2а?6 2+ 2а?с? +262? —а“-Ь“-—с“. А так как m2=(2a?+2b7?—- 
с?)/4 (задача 12.11,a), то неравенства  т2<(а?-+Ь”)/2с)? 

и т2>((а?-Ь?)|2с)? эквивалентны неравенствам 16S*<4a’b? и 
1652>0 соответственно. 

10.7. Пусть y=a*+b?+c? и у =т2+тё+т2. Тогда Зу=4у, 
(задача 12.11,6), у<2х (задача 9.7) и 2x,+y,<2x+y, так как 

(т, +т‚+т.)?<(а+Ь+с)? (см. задачу 9.2). Сложив неравенство 
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8x, +4y,<8x+4y с равенством 3y=4y,, получим 8х, <у+ 8х < 10x, 

т.е. x,/x<5/4. 

Пусть М — точка пересечения медиан треугольника АВС. До- 

строим треугольник АМВ до параллелограмма АМ ВМ. Применив к 

треугольнику АММ доказанное утверждение, получим (х/4)/(4х, /9) < 
<5/4, т.е. x/x,<20/9. 

10.8. Ясно, что f,<b, h,<c, В <а, причем по крайней мере 

одно из этих неравенств строгое. Поэтому h,+h,+h,<at+b+te. 

10.9. Пусть h,>l uh,>1. Тогда ай, >1. Поэтому S=ah,/2>1/2. 

10.10. По условию ВН>АС, a так как перпсндикуляр короче 

наклонной, TO ВН>АС>АМ. Аналогично AMSBCSBH. Поэтому 

ВН=АМ =АС= ВС. Поскольку AC=AM, то отрезки AC и АМ 

совпадают, т. с. £ С=90°, а так как.АС=ВС, то углы треугольника 

АВС равны 45, 45, 90°. 

1 1 a+b at+b 
10.11. Ясно, что —+—=——= и at+b+c<2(a+b)< 

h, h, 25 (at+b+e)r 
<2(a+b+c). 

b 
10.12. Tax как ah,=2S=r(a+b+c), то har(142+5) Сложив 

а а 
такие равенства для h,, Л, и fh, и воспользовавшись неравенством 

“4252, получим требуемое. 
ух 

10.13. Так как h,—h,=2S(1/a—1/b)=2S(b—a)/ab и 2S<ab, то 
h,—h,<b—a. 

2 1 
10.14. Согласно задаче 12.2] hoon +—. Кроме того, 

r Ig b с 

1 1 
—+—22/./r,r,. 
Г 

10.15. Так как 2sinBsin y=cos(B—y)—cos(B+y)<1+cosa, то 

sinBsiny l+cosa 1 oO 
=>. 

а п“ 25а 2 2 

10.16. Так как 5/2К =зш В, то после домножения на 2p переходим 

к неравенству (a+b+c)(h,+h,+h,)<3sinB(a*+ac+c’). Вычитая из 
обеих частей 6S, получаем a(h,+h,)+b(h,+h,)+ce(h,t+h,)< 
<3 т В (а? + с?). Так как, например, ай, =а*зту=а?с/2К, переходим 
к неравенству a(b?+c*)—2b(a*+c*)+c(a?+6*)<0. Для доказатель- 
ства последнего неравенства рассмотрим квадратный  трехчлен 
Л(х)=х? (а+с)—2х(а?+с?)+ас(а+с). Легко проверить, что Х(а)= 
=—a(a—c)?<0 и f(c)=—c(a—c)*<0. A так как коэффициент при 
x положителен и а<Ь<с, то f(b)<0. 

10.17. Согласно задаче 12.35,а) 12=4bcp(p—a)/(b+c)*. Кроме 
того, 46с< (b+c)?. 
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10.18. Ясно, что h,/l,=cos((B—y)/2). Согласно задаче 12.36,a) 

2r/R=8 sin (&/2) sin (В/2) sin (y/2) =4 sin (a /2) [cos ((B—-)/2)— 

—cos((B+y)/2) |=4х(а-х), где x=sin(a/2) и qg=cos((B—y)/2). 

Остается заметить, что 4x(q—x)<q?’. 
10.19. а) Согласно задаче 10.17 /2<р(р-а). Складывая три 

аналогичных неравенства, получасм требуемое. 

6) Для любых чисел [, [, и [ справедливо неравенство 

(I, +1,4+1,)? <3 (12 +12 +12). 

10.20. Достаточно доказать, что \/Р (p—a)+ Jp (p—b)+m.< / 3p. 

Можно считать, что p=1; пусть x=l—a и у=1-Ь. Тогда 

т? =(2a* +2b*—c*)/4=1—(x+y)+(x—y)?/4=m(x, у). Рассмотрим фун- 

кцию f(x, y)=JSxt/yt т (х, у). Нужно доказать, что f(xy)</3 

при x,y20 и х+у<1. Пусть g(x)=f (x, x) =2,/x4+ 1—2x. Так как 

1 1 
8'(х)=—=-———, то при возрастании x от 0 до 1/3 g(x) возрастает 

Их J1—2x 
от | до J3, a при возрастании x от 1/3 до 1/2 g(x) убывает от 

J3 до /2. Введем новые переменные d=x—y u а=_/х+/у. Легко 

проверить, что (х-у)?*—24?(х+у)+4“=0, т. е. x+y=(d?+q*)/2q’. 
Поэтому 

2 2 2 9*_4?(2—4°) 
y= 1— —— . I(x, y) a+ ft 2 4g? 

Заметим теперь, что q?=(,/x+./y)? <2(x+y)<2, т. е. d?(2—q7/4q? 20. 
Следовательно, при фиксированном 4 значение функции f(x, у) 

максимально, если d=0, т. е. х=у; случай х=у разобран выше. 

10.21. Ясно, что + : + : =(h,th,+h)/2S. Кроме того, 

Or<h,th,t+h, (задача 10.12) и hjth,t+h,.<m,+m,+m,<9R/2 (задача 

10.5,6). 

10.22. Докажем сначала, что b+c—a<2bc/a. Пусть 2x=b+c—a, 

2у=а+с-—6 и 2z=a+b—c. Требуется доказать, что 2x<2 (х +y)x 

x(x+z)/(yt+z), т. е. ху+х2<ху+х2+х*+у2. Последнее неравенство 
очевидно. 

Так как 2bccosa=b*+c?—a*=(b+c—a)(b+c+a)—2bc, то 

2be cos o ja =| 
———=b+c-at+ —_—— |. 
b+c 

Выражение в квадратных скобках отрицательно, Tak kak 
b+c—a<2bc/a. 

10.23. Согласно задаче 12.30 a?+b?+c?=(a+b+c)*—2(ab+be+ac)= 
=4р? —2r*—2p? —8rR=2p*—2r*—8rR и abc=4prR. Таким образом, 
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нужно доказать неравенство 2p?—2r?—8rR<2(1—4prR), где p=}. 
Это неравенство очевидно. 

10.24. Согласно задаче 12.30 ab+bc+ca=r?+p*+4Rr. Кроме 
того, 16Rr—5r?<p?<4R*44Rr+3r? (задача 10.34). 

10.25. Так как r(ctga+ctgB)=c=r,(tga+tgB), то 

с? та) вт. 
tgB tga 

10.26. Достаточно воспользоваться результатами задач 12.36,a) 

и 10.45. Заметим также, что х(1-х)<1/4, т. е. r/R<1/2. 
10.27. Так как h,<a u А <Ь, то 45=2сй, <с(а-+6). Поэтому 

6r(a+b+c)=12S <4ab+4S < (а+ 5)?" +с(а+5)=(а+5)(а+Ь+с). 
2 1 1 r ror 

10.28. Так kak —=—+- (задача 12.21), то ~={ *+— }/2. Запишем 
а lp Г. h, ly Г. 

аналогичные равенства для r,/h, и or./h, и сложим их. Учитывая, 

х 
что "+72, получаем требуемое. 

ух 

10.29. Так как Rr=RS/p=abc/4p (см. задачу 12.1), то приходим 

к неравенству 27abc<8p?=(a+b+c)’. 
Так как (а+6+с)?<3(а*+Ь?+с?) для любых чисел а, В и с, 

то р?<3(а?+Ь?+с?)/4=т+ту+т? (см. задачу 12.11,6). Остается 
заметить, что т? +т?2+т? <278?/4 (задача 10.5,a). 

10.30. Так как OA=r/sin(A/2), OB=r/sin(B/2) и OC=r/sin(C/2), 
а углы 14/2, / B/2 u LC/2 острые, то Д А< 0 В< LC. Следователь- 

Ho, LA<60° n /В<90°, а значит, sin(A/2)<1/2 и зпт(В/2)<1/./2. 
10.31. Если £C2120°, то сумма расстояний от любой точки 

внутри трсугольника до его вершин не меньше a+b (задача 11.21); 

кроме того, a+b26r (задача 10.27). 

Если все углы треугольника меньше 120°, то в точке минимума 

суммы расстояний до вершин треугольника квадрат этой суммы 

равен (а?+6?+с?)/2+2./35 (задача 18.21,6). Далее, (а2+62+с?)/2> 

>2./35 (задача 10.53,6) и 4./35>36? (задача 10.53,а). 
10.32. Пусть a=cos(A/2), В=соз(В/2) и y=cos(C/2). Согласно 

задаче 12.17,6) a/r,=a/By, b/r,=B/yo и c/r.=y/aB. Поэтому после 

домножения на аВу требуемое неравенство перепишется в виде 

3 (+В? +7?) >4(В?у?*+ 2%? + а?В?). Так как а? =(1-+с0$ 4)/2, B?=(14+ 
+cos В)/2 и y?=(1+cosC)/2, то переходим к HcpaBeHcTBy cos A+cos B+ 
+cos C+2(cos A cos B+ cos Bcos C+cosCcos A)<3. Остается восполь- 

зоваться результатами задач 10.36 и 10.43. 

10.33. а) Сложив равенство 4R+r=r,+r,t+r, (задача 12.24) с не- 

равенством R—2r>0 (задача 10.26), получим SR-r2r,+r,t+ 

+r,=pr((p—a)~*+(p—b)~*+(p—c) ')=p(ab+ be+ca—p*)/S=p(2(ab+ 
+ bc+ca)—a*—b*—c’)/4S. Остается заметить, что 2(ab+be+ac)— 

~a?—b?—c? 24/38 (задача 10.54). 
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6) Легко проверить, что 4R—rj=r,+r,—r=pr/(p—b)+pr/(p—c)— 
— р"/р=(р-а)(р*—5с)/5. Остается заметить, что 4(p*—bc)=a*+b74+ 
+52 +2 (аб — Бе- са)= 2 (аб + Бе +ac)—a* —b?—c? +2 (а? +b? +c?—2bc)> 

>4,/3S+2(a?+(b—c)?). 
10.34. Пусть a, Би c— длины сторон, треугольника, F=(a—b)x 

x(b—c)(c—a)=A-—B, где A=ab*+bce*+ca? и B=a*b+b*c+c?a. До- 
кажем, что требусмые неравенства можно получить, преобразовав 
очевидное неравенство Е?>0. Пусть o,=a+b+c=2p, o,=ab+ 

+be+ca=r*+p7+4rR и o,=abc=4prR (см. задачу 12.30). Можно 
проверить, что Е*=0102-—40}—40}6,+1861 0,6. —2702. В самом 
деле, (o,0,)?— F? =(A+ B+ 3abc)? —(A— В)? =4АВ+6 (А+ B)o,+ 
+903=4(a°b?+...)4+4(a*bce+...)+6(A+B)o,+2103. Ясно также, 
что 403=4(а35*+...)+12(А+ Blo, +2401, 4030,=4(a*be+...)+ 
+12 (А+ В). +2403 и 1860,0,0,=18(4+ B)o, +5403. 

Выразив 6,, с, и в, через р, ги В, получим 

F? = — 4? [ (p?—2R?-10Rr+r?)?—4R(R—2r)3 ]>0. 

Следовательно, получасм p?>2R*+4+ 10Rr—r?—2(R—2r),/R(R—2r)= 

=[ (R—2r)—./R(R—2r)]? +16 - 5"? > 16Rr— Ar и p?<2R*+10Rr+r7+ 

+2(R—2r),./R(R—2r)=4R?4+4Rr4 3r?—[ (R—2r)—,./R(R—-2r)]?< 
<4R?+4Rr+3r?. 

10.35. Так как r,tr,t+r.=4R+ruryr,trrotrr,=p* (задачи 12.24 
и 12.25), то r2t+rét+r2=(4R+r)*—2p?. (Согласно задаче 10.34 
p? <4R?+4Rr+ 3г?, поэтому r2+ré+r2>8R?—5r?. Остается заметить, 

что r<R/2 (задача 10.26). 

10.36. а) Согласно задаче 12.38 соз а + соз В +с0$ y=(R+r)/R.. Кро- 
Me того, r<R/2 (задача 10.26). 

6) Следует из а) (см. замечание). 

10.37. а) Ясно, что sina+sinB+siny=p/R. Кроме того, p< 

<3./3R/2 (задача 10.29). 
6) Следует из а) (см. замечание). 

10.38. а) Согласно задаче 12.44, а) ctga+ctgB+ctgy=(a7+b7+ 

+c?)/4S. Кроме того, а? +? +с?> 4/35 (задача 10.53,6). 
6) Следует из а) (см. замечание). 

10.39. а) Согласно задаче 12.45, а) сё (я /2) + сё (B/2)+ctg(y/2)=p/r. 

Кроме того, р> 3/3» (задача 10.53,а). 
6) Следует из а) (см. замечание). Для тупоугольного треугольника 

tgattgB+tgy<0; см., например, задачу 12.46. 

10.40. а) Согласно задаче 12.36, а) sin(«/2)sin(B/2)sin(y/2)=r/4R. 
Кроме того, r<R/2 (задача 10.26). 

6) Для остроугольного треугольника следует из а) (см. замеча- 

ние). Для тупоугольного треугольника cosacos Всозу <0. 
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10.41. a) Так как sinx=2sin(x/2)cos(x/2), то, используя резуль- 
таты зедач 12.36,a) и 12.36,в), получаем яп а т В sin y=pr/2R*. Кроме 

того, p< 3. /3R /2 (задача 10.29) и r<R/2 (задача 10.26). 

6) Следует из a) (см. замечание). 

10.42. Согласно задаче 12.39,6) cos*a+cos?B+cos* y= 

=1—2cosacosBcosy. Остается заметить, что cosacosPcosy<1/8 

(задача 10.40,6), а для тупоугольного треугольника coscacos В cos у < 0. 

10.43. Ясно, что 2(cosa cosB+cos В со$у-+ с0$7 cos а) = (с0$ и + 
+с0$ В+ с0$ y)?—cos?a—cos*B—cos*y.  Остастся заместить, что 
cosa+cosB+cosy<3/2 (задача 10.36,a) и cos?a+cos? В+ с0$? у>3/4 
(задача 10.42). 

10.44. Пусть продолжения бисссктрис остроугольного треуголь- 

ника АВС с углами a, В и 7 пересекают описанную окружность 

в точках A,, В, и Cy. Тогда бдвс= В? (яп 2а + чт 2B +sin 2y)/2 
и бл вс, = К° (91 (а + В) + т (В+) + т (у +0) )/2. Остается воспользо- 
ваться результатами задач 12.72 и 10.26. 

10.45. Ясно, что 2sin(f/2) sin(y/2)=cos((B—y)/2)—cos((B+)/2)< 
<1—sin(o/2). 

10.46. Опустим из вершин A и В перпендикуляры AA, и BB, 

на биссектрису угла АСВ. Тогда АВ АА, + ВВ, =bsin(y/2)+asin(y/2). 
10.47. Согласно задаче 12.32 tg(a/2) tg(B/2)=(a+b—c)/(a+b+c). 

А так как a+b<3c, To a+tb—c<(a+b+4+c)/2. 
10.48. Так как n—2a>0, л-28>0, n-—2y>0 и (п- 29) +(п-— 28) + 

+(п— 2%) = т, существует треугольник с углами п—2а, п- 28, п- 27. Длины 

сторон, противолежащих углам п-2а, п- 28, п 2, пропорциональны 

числам sin (x — 2a) =sin 2a, sin 2B, sin 2y. Поскольку n—2a>n—28 >n—2y 

и против большего угла лежит большая сторона, то sin 20> sin 2B >sin2y. 

10.49. Заметим сначала, что Cos 2y =cos 2(n—a—f)=cos 2a cos 2B — 

—sin2a sin2B. Поэтому cos 2a+cos 2В —cos 2y =cos 20+ cos2B —cos 20 x 

х с0$ 2В + зш 2а эт 2В. Так как acos@+bsing<./a*+b* (см. 
приложение к гл. 9), то (1—с0$28) со$ 2а + т 2В sin 24+ с0$2В < 

<_/(1—со$28)2 + sin? 2B + cos 2B =2|sinB|+1—2sin?. Остается заме- 
THTb, что наибольшее значение квадратного трехчлена 21+1—21? 

достигается в Точке f=1/2 и равно 3/2. Максимальное значение 

соответствует углам a=B=30°, y=120°. 

10.50. Так как AB<CB, АХ<СХ=$авх=5всх, To sinXAB> 

>sin ХСВ. Учитывая, что угол ХСВ острый, получаем требуемое. 

10.51. Если углы треугольника АВС равны a, В и 7, то углы 

треугольника A,B,C, равны (B+ y)/2, (y+a)/2 и («+В)/2. 
10.52. Пусть М — точка пересечения медиан AA,, BB, и СС.. 

Достроив треугольник АМВ до параллелограмма АМВМ, получим 

1. BMC,=a, и LAMC,=68,. Легко проверить, что LC,CB<y/2 

и /В,ВС<В/2. Следовательно, „= С, СВ+ 1 В, ВС<(В+1)/2 < В. 
Аналогично y,,= 1 А, АВ+ 1 В, ВА> (“+ В)/2> В. 
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Предположим сначала, что треугольник АВС остроугольный. 

Тогда точка Н пересечения высот лежит внутри треугольника АМС,. 

Следовательно, / AMB< / АНВ, т. е. п-у„<п-у, и ДСМВ> 1 СНВ, 

т. е. п-а,>п-—@а. Предположим теперь, что угол a тупой; Тогда 

угол CC,B тоже тупой, а значит, угол @а„ острый, т. е. a, <a. 

Опустим из точки М перпендикуляр МХ на ВС. Тогда y,,> LXMB> 

> 180°— / HAB>Yy. 

Так как a>a,, то “+(п-ч„)>л, т. е. точка М лежит внутри 

описанной окружности треугольника AB,C,. Следовательно, 

y= LAB,C,< LAMC,=8,,. Аналогично а= 1 СВ. А, > 1 СМА, =B,, 

так как y+(n—v,,)<T. 
10.53. а) Ясно, что 5?/р=(р-а)(р-Б)(р-е<((р-а+р-Ь-+р- 

— с)/3)"=р?/27. Поэтому pr=S<p* 3/3, т. е. г<р/З. /3. Домножив 
последнее неравенство на г, получим требуемое. 

6) Так как (a+b+c)?<3(a?+b?+c?), то S<p?/3/3= 

=(a+b4+c)?/12./3 <(а2+6?+с?)/4. /3. 
10.54. Пусть x=p—a, y=p—b, z=p—c. Тогда (a*—(b—c)*)+ 

+(b?—(a—c)?) + (с? —(a—b)?)=4(p— 8) (p— 0) + 4 (p—a) (p—c) + 4(p—a) x 
x (p—b)=4(yz+zx+xy) и 

4, /3S=4,/3p(p—a)(p—b) (p—c) =4,/3 (x+y +2) xyz. 

Итак, нужно доказать неравенство xy+ yzt2x>V/: 3(x+y+z) xyz. По- 

сле возведения в квадрат и сокращения получаем 

х?у 24 у? z*+2°x?>x 2yzt+y? xz+z? ху. 

Складывая неравенства х?уг<х?(у?+27)/2, у?х2<у?(х?+27)[2 
и z*xy<z*(x*+y)/2, получаем требусмое. 

10.55. а) Перемножив три равенства вида S=(absiny)/2, получим 

52 = ((а6с)? sin y sin В зт 9) /8. Остается воспользоваться результатом 
задачи 10.41. 

6) Так как (h,A,h,)? = (25) /(abc)? и (abc)? > (4/./3)353, то (hyhyh)? < 

<(25)°(/3/4)? 1S? =(V35)? 
Так как (r, к y= =S*/r? (задача 12.18,в) и r?(./3)?<S (задача 

10.53,a), то (+ аъ") > (./35)°. 

10.56. Пусть p=BA,/BC, q=CB,/CA и r=AC,/AC. Тогда 

S4,3,c,/Sasc=!—p(1 —r)—q(I —p)—r(l1—q)=1—(pt+qtr)+(pq+aqrt+rp). 
По теорсме Чевы (задача 5.70) раг=(1-р)(1—4)(1—"), т. с. 
2раг=1—(р+4+!)+(р4-+4'+тр); кроме того, (раг)*=р(1-р)4(1-4)х 

| 
xr(l—r)< (1/4)?. Следоватсльно, Ул, вс /Элвс = Pq" <7. 

10.57. Можно считать, что площадь треугольника АВС равна 

1. Тогда a+b+c=1—u, поэтому данное неравенство перепишстся 

в виде и?>4арс. Пусть x=BA,/BC, y=CB,/CA и z=AC,/AB. Тогда 
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u=1—(xt+ty+z)+xyt+yztex и abc=xyz(1—x)(1—y)(1—z)=v(u—v), где 
v=xyz. Поэтому мы переходим к неравенству u*>4v(u—v), т. е. 
(u—2v)*>0. Последнее неравенство очевидно. 

10.58. а) Пусть x=BA,/BC, y=CB,/CA и :=АС,[АВ. Можно 

считать, что площадь треугольника АВС равна 1. Тогда 

Sas,c,==(1—y) Sajec,=X(1-z) и блвс=у(1-Х). Tax как 

Зав С|› бл ВС, И S4,B,C He превосходит (1/4)*, a значит, одно из 

них не превосходит 1/4. 

6) Пусть для определенности х>21/2. Если у<1/2, то при 

гомотетии с центром С и коэффициентом 2 точки A, и В, переходят 

во внутренние точки сторон ВС и АС, а значит, бл, вс ЗА, 1 С 

Поэтому можно считать, что у21/2 и аналогично 2>21/2. Пусть 

х=(1+0)/2, у=(1+8В)/2 и z=(1+y)/2. Тогда ив, с, =(1+у-В-— Ву)/4, 
S4.sc,=(lt+a-y-oy)/4 и 54. вс=(1+В-а-08)/4, а значит, 

бл: ВС! = (1+ оВ-+ Ву+ ау) /4> 1/4 и блвис, НЭ, вс, +54,8,cS 3/4. 
10.59. Достаточно доказать, что если АС < ВС, то / АВС< L ВАС. 

Так как АС<ВС, то на стороне ВС можно выбрать точку А, так, 

что A,C=AC. Тогда (ВАС> 1 А. АС= 1 АА, С> [Г АВС. 

10.60. Пусть А, — середина стороны ВС. Если АА, < ВС [2 = ВА, = 

=A,C, то (ВАА > ЛАВА, и LCAA,>LACA,, поэтому LA= 

= / BAA,+ LCAA,>LB+LC, т.е. LA>90°. Аналогично, если 

AA,>BC/2, to LA<90°. 

10.61. Если мы фиксируем две стороны треугольника, то чем 

больше будет угол между ними, тем больше будет третья сторона. 

Поэтому из неравенства / А>/ А, следует, что BD>B,D,, т.е. 

LC>ZLC,. Предположим теперь, что / В> / В,. Тогда ACZA,C,, 

т.е. LD>LD,. Поэтому 360°=ДА+АВ+АС+ОРЬ ДА + АВ, + 

+/C,+ 2D,=360°. Получено противоречие; следовательно, /В< 

<ZB, u LD<LD,. 

10.62. Пусть точка В, симметрична В относительно точки М. 

Так как высота, опущенная из точки М на сторону ВС, равна 

половине АН, т.е. половине ВМ, то МВС = 30°. Поскольку 

AH — наибольшая из высот, то ВС — наименьшая из сторон. Поэтому 

АВ. =ВС<АВ, т.е. / АВВ, < [ АВ, В= / МВС = 30°. Следовательно, 

Д АВС = [ АВВ, + [МВС < 30? + 30° = 60°. 

10.63. Предположим сначала, что LA>LD. Тогда BE>EC 

и / ЕВА< / ECD. Так как в треугольнике ЕВС сторона BE больше 

стороны EC, то LEBC<LECB. Поэтому ДВ= / АВЕ-+ 4 ЕВС< 

</ ЕСР+ 1 ЕСВ= С, что противоречит условию задачи. Значит, 

LA=LB=/C=LD. Аналогично предположение / В> Е приводит 

к неравенству 1 С</рР. Поэтому ~£B=LC=L4D=LE. 

10.64. Будем проводить доказательство сразу для общего случая. 

Пусть прямая MN пересекает стороны многоугольника в точках 

M, и N,. Ясно, что MN<M,N,. Пусть точка М, лежит на стороне 
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AB, a точка № — на РО. Так как £AM,N,+ 1BM,N,=180°, то 

один из этих углов не меньше 90°. Пусть для определенности 

ДАМ, М, >90°. Тогда AN,2>M,N,, так как против большего угла 

лежит большая сторона. Аналогично доказывается, что либо 

АМ, <АР, либо АМ, < АО. Следовательно, длина отрезка ММ не 

превосходит длины отрезка с концами в вершинах многоугольника. 

10.65. Отрезок можно продолжить до пересечения с границей 

сектора, так как при этом его длина только увсличится. Поэтому 

можно считать, что точки М и М лежат на границе сектора. 

Возможны три случая. 

1. Точки М и М лежат на дуге окружности. Тогда 

MN=2Rsin(MON /2)<2Rsin(AOB/2)=AB, так как д МОМ /2< 

< 1 AOB/2<90°. 

2. Точки М и N лежат на отрезках АО и BO. Тогда MN не 

превосходит наибольшей стороны треугольника АОВ. 

3. Одна из точек М и N лежит на дуге окружности, а другая — Ha 

отрезке АО или ВО. Пусть для определенности М лежит на АО, 

а М— на дуге окружности. Тогда ММ не превосходит наибольшей 

стороны трсугольника АМО. Остастся заметить, что AO=NO=R 

и АМ<АВ. 

10.66. Если данный отрезок не имеет общих точек с окружностью, 

то с помощью гомотетии с центром А (и коэффициентом больше 

1) его можно перевести в отрезок, имеющий общую точку Х с дугой 

АВ и лежащий в нашей области. Проведем через точку Х касательную 

DE к окружности (точки D и Е лежат на отрезках АВ и АС). 

Тогда отрезки AD и AE меньше АВ и DE<(DE+AD+AE)/2=AB, 

т.е. все стороны треугольника ADE меньше АВ. Так как наш 

отрезок лежит внутри треугольника ADE (или на его стороне DE), 

то его длина не превосходит АВ. 

10.67. Предположим сначала, что центр О окружности лежит 

внутри данного пятиугольника A,A,A,A,A,. Рассмотрим углы 

A,OA,,’ A,0A;, ..., А5ОА,. В сумме эти пять углов дают 21, 

поэтому один из них, например A,OA,, не превосходит 21/5. Тогда 

отрезок A,A, можно поместить в сектор ОВС, где LBOC=2n/5 

и точки В и С расположены на окружности. В треугольнике OBC 

наибольшей стороной является ВС, поэтому А, А, < ВС. 

Если точка О не принадлежит данному пятиугольнику, то углы 

A,OA,, ..., А5ОА, дают в объединении угол меньше п, причем 

каждая точка этого угла покрыта ими дважды. Поэтому в сумме 

эти пять углов дают меньше 2п, т.е. один из них меньше 27/5. 

Дальнейшее доказательство аналогично предыдущему случаю. 

Если точка О лежит на стороне пятиугольника, то один из 

рассматриваемых углов не больше п/4, а если она является его 

вершиной, TO один из них не больше 17/3. Ясно, что 

п/4<п/3<2щ/5. 
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10.68. Возьмем на сторонах BC, 

CA, АВ точки A, и Az, В, и В,, 

С и С. так, что B,C,|| BC, 

C,A,||CA, A,B,||AB (рис. 121). 

В треугольниках A,A,O, В, В.О, 6, 

C,C,O наибольшими сторонами яв- 

ляются A,A,, В, О, C,O соответст- В A,P А» C 
венно. Поэтому OP<A,A), 

OO<B,O, OR<C,0O, т. е. Рис. 121 
ОР+ОО+ОК<АА,+ВО+С.О=А, А, + СА, + ВА, = ВС. 

10.69. Так как с?=а?+Ь?, то с"=(а?+Ь?)с" 2 =а? с" 74 
Ч?" > а"+Ь". 

10.70. Высота любого треугольника больше 27. Кроме того, 

в прямоугольном треугольнике 2r=a+b—c (задача 5.15). 

10.71. Так Kak ch=2S=y(at+b+c) и с=\/а?+Ь?, то 

+ р 48 ||. 24. 
h atb+/a?+b? Хх!” а? a> +b? 
0<2ab /(a7+b7)<1, то 1<х <./2. Следовательно, 2/5 <1/(1+./2)< 
<г/й < 1/2. 

10.72. Ясно, что a+b>2 ab и c?=a’*+b?>2ab. Поэтому 

2 )2с 2 ce (a+b+c) ева зав `2аб _ 4(1+./2)2. 
2 r2 а2Ь? а?Ь? 

Так как 

10.73. Согласно задаче 12.11,a) m2+m?=(4c?+a7+b7)/4=5c7/4. 

Кроме того, 5с2/4> 5(1 + /2)? 2=(15+ 10,/2) r*>29r? (см. задачу 
10.72). 

10.74. Пусть О— центр описанной окружности, A,, B,, C,— 

середины сторон BC, CA, АВ соответственно. Тогда m,=AA,<AO+ 

+OA,=R+OA,. Аналогично m,<R+OB, и m,<R+OC,. Следова- 

тельно, 

т. тт (11 Г\ 04, ОВ, OC, 
ей 

а с a с 

Остается воспользоваться результатом задачи 12.22 и решением 

задачи 4.46. 

11 2cos(a/2)_ ./2 
10.75. Согласно задаче 4.47 Бу 2 Tr Складывая три 

с 

аналогичных неравенства, получаем требуемое. 

10.76. Обозначим точку пересечения медиан через М, а центр 

описанной окружности через О. Если треугольник АВС не Tyno- 

угольный, то точка О лежит внутри его. (или на его стороне); для 

определенности будем считать, что она лежит внутри треугольника 
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АМВ. Тогда AO+BO<AM+BM, т.е. 2R<2m,/34+2m,/3 или 

m,+m,23R. Остается заметить, что так как угол COC, (C,— 

середина АВ) тупой, то СС, >2СО, т.е. т.> К. 

Равенство достигается только для вырожденного треугольника. 

10.77. В любом треугольнике й, </,<m, (см. задачу 2.67), поэтому 

h,=|,2h, и m,=l,<m,. Следовательно, a<b и Б<с (см. задачу 

10.1), т.е. с—наибольшая сторона, а у— наибольший угол. 

Из равенства fh,=m, следует, что у< 60° (см. задачу 10.62). Так 

как наибольший угол ‘у треугольника АВС не превосходит 60°, все 

углы треугольника равны 60°. 

10.78. Согласно задаче 1.59 отношение периметров треугольников 

A,B,C, и АВС равно r/R. Кроме того, r<R/2 (задача 10.26). 

Замечание. Используя результат задачи 12.72, легко проверить, 

ЧТо Эл, в,с,/Завс =! /2К, < 1/4. 

10.79. Пусть 90°>2я>В>у. Тогда СН — наибольшая высота. Цен- 

тры вписанной и описанной окружностей обозначим через Ги О, 

точки касания вписанной окружно- 

сти со сторонами BC, CA, AB— 

через ХК, Г, М соответственно 

(рис. 122). 

Докажем сначала, что точка 

О лежит внутри треугольника KCI. 

Для этого достаточно доказать, 

что CK2>KB и LBCO<ZBCI. 

Ясно, что CK=rctg(y/2)> 

>rctg(B/2)= KB и 24 ВСО = 

= 180°— 2 ВОС= 180° —2a< 180° — 

—a—B=y=2Z BCI. Tak Kak 

L BCO=90°—a= 4 ACH, при симметрии относительно CJ прямая СО 

переходит в прямую CH. Пусть O'— образ точки О при этой симметрии, 

РЬ— точка пересечения СН и IL. Torna CP2>CO’=CO=R. Остается 

доказать, что РН >1М =r. Это следует из того, что / МИ, = 180° —ч>90°. 

10.80. Пусть ВС, — проекция отрезка B,C, на сторону ВС. 

Тогда ВС, >В. С. =ВС- ВС, созВ- СВ, созу. Аналогично А.С, > 

2 АС- АС, созч— СА, cosy u А, В, > АВ- АВ, созч— ВА, соз В. Домно- 

жим эти неравенства на соза, cos и COSY соответственно и сложим 

их. Получим В.С, с0за+ С, А, со В+ А, В, со у 2асоза-+Ьсоз В+ 
+ccosy—(acos Bcosy+bcosacosy+ccosacos В). Так как c=acosB+ 

+bcosa, то ccosy=acosBcosy+bcosacosy. Записав три аналогичных 

неравенства и сложив их, получим  acosicosy+bcosacosy+ 

+ccosacos B=(acosa+ bcos В+ ссо$ y)/2. 

10.81. Так как cos?«+cos?B+cos?y+2cosacosBcosy=1 (задача 

12.39, 6), то треугольник АВС остроугольный тогда и только тогда, 

когда cos? a+cos? B+cos? у<1, т.е. sin? a+sin? В+ $1? у>2. Домножая 
обе части последнего неравенства на 4А?, получаем требуемое. 
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10.82. Достаточно заметить, что p?—(2R+4+1r)?=4R ?соз acos Boos y 
(см. задачу 12.41,6). 

10.83. Пусть ZLA<LB<LC. Если треугольник АВС не остро- 

угольный, то СС, <АС< АА, для любых точек A, и С, на сторонах 

ВС и АВ. Докажем теперь, что для остроугольного треугольника 

можно выбрать точки A,, В, и C,, обладающие требуемым 

свойством. Для этого достаточно проверить, что существует число 

x, удовлетворяющее следующим нсравенствам: Л, <х< тах (Ь, c)=c, 

й, <х < тах (а, с)=с и Я <х< тах (а, 6)=Ь. Остастся заметить, что 

max(h,, h,, h.)=h,, min(b,c)=5 и h,<b. 

10.84. Пусть LA<LBE< LC. Предположим сначала, что тре- 

угольник АВС остроугольный, При повороте прямой /, в исходном 

положении параллельной АВ, длина проекции треугольника на / будет 

сначала монотонно изменяться от с до h,, затем OT fA, до а, от 

а до h,, от h, до Ь, от b до Й, и, наконец, от h, до с. Так как 

й, <а, то существует такое число x, что Йй, <х<а. Легко проверить, 

что отрезок длиной х встречается на любом из первых четырех 

интервалов монотонности. 

Предположим теперь, что треугольник АВС не остроугольный. 

При повороте прямой [ в исходном положении параллельной АВ, 

длина проскции треугольника Ha / монотонно убывает сначала от 

с до h,, затем от fA, до h,; после этого она монотонно возрастает 

сначала от h, до h,, а затем от hh, до с. Всего получается два 

интервала монотонности. 

10.85. Пусть точки М и М№ лежат на сторонах АВ и АС 

соответственно. Проведем через вершину С прямую, параллельную 

стороне АВ. Пусть № — точка пересечения этой прямой и прямой 

ММ. Тогда N,O:MO=2, но NO<N,O, поэтому NO: MO&€2?. 

10.86. Окружность 5, вписанная в треугольник АВС, лежит 

внутри треугольника А’В’С’. Проведя к этой окружности касательные, 

параллельные сторонам треугольника А’В’С'’, можно получить тре- 

угольник А”В"”С”, подобный треугольнику A’B'C’, для которого 

5 является вписанной окружностью. Поэтому Глве=Гаивис” < Гдивес'. 

10.87. Биссектриса [. разбивает треугольник АВС на два треуголь- 

ника, удвоенные площади которых равны al.sin(y/2) и Ы. чт (7/2). 

Поэтому ah,=2S=/1.(a+6)sin(y/2). Из условия задачи следует, что 

af/(a+6)<1/2<sin(y/2). 

10.88. Ясно, что ctgA+ctgB=c/h,>c/m,. Пусть М — точка пере- 

сечения медиан, №— середина отрезка АВ. Так как треугольник 

АМВ прямоугольный, MN=AB/2. Следовательно, с=2ММ=2т./3. 

10.89. Так как ВМ: ВА=ВМ? и BM<BA, то ВМ< ВМ, а значит, 

АМ> СМ. 

10.90. Проведем через точку В перпендикуляр к стороне АВ. 

Пусть Е— точка пересечения этого перпендикуляра с продолжением 

стороны АС (рис. 123). Докажем, что биссектриса AD, медиана ВМ 
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и высота CH перссскаются в одной точке тогда и только тогда, 

когда AB=CF. В самом деле, пусть Бр— точка пересечения ВМ 

и СН. Бисссктриса AD проходит через точку Ё тогда и только 

тогда, когда ВА: АМ=ВГ: ГМ, но BL: ГМ =ЕС: СМ=ЕС: AM. 

Если на стороне AF некоторого прямоугольного треугольника 

АВЕ (1 ABF=90°) отложить отрезок СЁЕ= АВ, то углы ВАС и АВС 

будут острыми. Остается выяснить, в каких случаях угол АСВ 

будст острым. Опустим из точки В перпендикуляр ВР на сторону 

AF. Угол АСВ острый, ссли FP>FC=AB, т.е. BFsinA>BFctgA. 

Следовательно, 1 —cos?A =sin?A >cosA, T. с. cosA <(/5— 1)/2. В итоге 

получаем, что 

90° > / A>arccos ((./5 — 1)/2) = 51°50'. 

10.91. Так как против большей стороны лежит больший угол, 

то (a—b)(a—B)>0, (b—c)(B—y)20 и (a—c)(a—y)>0. Складывая эти 
неравенства,. получаем 2(aa+bB+cy)>a(P+y)+b(a+y)+c(a+P)= 
=(a+b+c)n—aua—bB—cy, т.е. 1/3 <(аа +В + су) (а+ + с). 

Из неравенства треугольника следует, что 

а (6 +с-а) +В (а+с-Ь)+у(а+Ь-с)>0, 

т. с. a(B+y—a)+b(a+y—B)+c(a+B—y)>0. Так как а+В-+у=л, то 
a(n—2a)+ b(n—2B)+c(x—2y)>0, т.е. (аа В+ су) (а+Ь+ с) <п/2. 

10.92. Возьмем на лучах ОВ и ОС такие точки С, и B,, что 

ОС =ОС и ОВ, =ОВ. Пусть В, и С, — проекции точек В, и С, 

на прямую, перпендикулярную АО. Тогда ВО зп АОС+ СО зт АОВ= 

= B,C,< BC. Сложив три аналогичных неравенства, получим требу- 

емое. Легко проверить также, что условие B,C,1AO, C,A,1BO 

и А, В, ЕСО эквивалентно тому, что О — точка пересечения биссектрис. 

10.93. Так как ZCBD=C/2 и LB2ELA, то LABD=LB+ 

+ LCBD>(LA+LB+LC)/2=90°. 
10.94. По свойству биссектрисы ВМ: МА= ВС: СА 

и ВК:КС=ВА: АС. Поэтому ВМ: МА< ВК: КС, т. е. 

АВ BM _ BK CB 
a 21 4—— <1 4 —=—. 
АМ MA KC CK 
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Следовательно, точка М более удалена от прямой AC, чем точка 

К, т.е. ДАКМ> АКАС=ДКАМ и ДКМС< 1 МСА= 1 МСК. По- 

этому АМ>МК и МК>КС (см. задачу 10.59). 

10.95. Предположим, что все данные отношения меньше 2. 

Тогда 5 лво + Элос < 29 хво + 25хос = 25овс, Sapo + Зовс < 25 дос 
И Syoct Эовс <29лво. Сложив эти неравенства, приходим к проти- 

ворсчию. Аналогично доказывается, что одно из данных соотношений 

не больше 2. 

10.96. Обозначим радиусы окружностей 5, 5, и S, через №, "г, 

и r,. Пусть треугольники AB,C, и A,BC, подобны треугольнику 

АВС, причем коэффициенты подобия равны r,/r и r,/r соответственно. 

Окружности S, и 5, являюдся вписанными для треугольников АВ, С, 

и A,BC,. Следовательно, эти треугольники пересекаются, так как 

иначе окружности 5 и 5, не имели бы общих точек. Поэтому 

АВ, +А,В> АВ, т.е. г, и, > и.



Глава 11 

ЗАДАЧИ НА МАКСИМУМ И МИНИМУМ 

Основные сведения 

1. Гсометрическис задачи на максимум и минимум тесно связаны 
с геометрическими неравенствами, так как для решения этих задач 
всегда нужно доказать соответствующее геометрическое неравенство 
и, кроме того, доказать, что оно обращается в равенство. Поэтому, 
прежде чем решать задачи на максимум и минимум, следует еще 
раз посмотреть приложение к гл. 9, обращая особое внимание на 
условия, при которых нестрогие неравенства становятся равенствами. 

2. Для элементов треугольника используются те же обозначения, 
что и в гл. 9. 

3. Задачи на максимум и минимум иногда называются экст- 
ремальными задачами (от лат. extremum — «крайний»). 

Вводные задачи 

1. Среди всех треугольников с данными сторонами АВ 

и АС найдите тот, у которого наиболыпшая площадь. 

2. Внутри треугольника АВС найдите точку, из которой 
сторона АВ видна под наименьшим углом. 

3. Докажите, что среди всех треугольников с данными 
стороной а и высотой й, наибольшую величину угла а имеет 
равнобедренный треугольник. 

4. Среди всех треугольников с данными сторонами АВ 
и АС (АВ<АС) найдите тот, у которого радиус описанной 

окружности максимален. 
5. Диагонали выпуклого четырехугольника равны 4, и 4.. 

Какое наибольшее значение может иметь cro площадь? 

$ 1. Треугольник 

11.1. Докажите, что среди всех треугольников с фиксиро- 
ванными углом & и площадью 5 наименьшую длину стороны 
ВС имеет равнобедренный треугольник с основанием ВС. 

11.2. Докажите, что среди всех треугольников с фик- 
сированным углом & и полупериметром р наибольшую 
площадь имеет равнобедренный треугольник с основанием ВС. 
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11.3. Докажите, что среди всех треугольников с фик- 
сированным полупериметром р наиболыпую площадь имеет 
правильный треугольник. 

11.4. Рассмотрим все остроугольные треугольники с задан- 
ными стороной а и углом a. Чему равен максимум суммы 
квадратов длин сторон Би с? 

11.5. Среди всех треугольников, вписанных в данную 
окружность, найдите тот, у которого максимальна сумма 
квадратов длин сторон. 

11.6. Периметр треугольника АВС равен 2р. На сторонах 
АВ и АС взяты точки М и М№ так, что ММ]ВС и MN 
касается вписанной окружности треугольника АВС. Найдите 

наибольшее значение длины отрезка MN. 
11.7. В данный треугольник поместите центрально сим- 

метричный многоугольник наибольшей площади. 
11.8. Площадь треугольника АВС равна 1. Пусть A,, B,, 

С, —середины сторон BC, CA, АВ соответственно. На 

отрезках AB,, CA,, BC, взяты точки А, Г, М соответственно. 
Чему равна минимальная площадь общей части треуголь- 
ников KLM и A,B,C,? 

11.9. Какую наименьшую ширину должна иметь бес- 
конечная полоса бумаги, из которой можно вырезать любой 
треугольник площадью 1? 

 * * 

11.10. Докажите, что треугольники с длинами сторон 
a,b,c Mw a,, b,, с, подобны тогда и только тогда, когда 

Jaa, +./bb, + fcc, = И(а+ь+ с) (a, +b, +с,). 

11.11. Докажите, что если ao, В, y uw o,, Bi, 7, углы 
двух треугольников, то 

cosa, cosB, cosy, 
— +——— +-——- <ctga+ctgB+ctgy. 

sina sinB — siny 

11.12. Пусть a,b и с— длины сторон треугольника 
площади 5; o«,, В, и 7, — углы некоторого другого треуголь- 
ника. Докажите, что a*ctga,+b*ctgB,+c’ctgy, >45, причем 
равенство достигается, только если рассматриваемые тре- 
угольники подобны. 

11.13. Пусть а, 8. и у— углы треугольника со сторонами 
a, Би с, причем а>р2с; x, уи 2 — углы некоторого другого 
треугольника. Докажите, что 

be+ca—ab<bccosx+cacosy+abcosz<(a*+b?+c’)/2. 

См. также задачу 17.21. 
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$2. Экстремальные точки треугольника 

11.14. На гипотенузе АВ прямоугольного треугольника 
АВС взята точка Х; М и №— ее проекции на катеты AC и ВС. 

а) При каком положении точки Х длина отрезка ММ 

будет наименьшей? 
6) При каком положении точки Х площадь четырехуголь- 

ника СМХМ будет наибольшей? 
11.15. Из точки М, лежащей на стороне АВ остроугольного 

треугольника АВС, опущены перпендикуляры МР и МО на 
стороны ВС и АС. При каком положении точки М длина 
отрезка РО минимальна? 

11.16. Дан треугольник АВС. Найдите на прямой АВ 
точку М, для которой сумма радиусов описанных окружностей 
треугольников АСМ и ВСМ была бы наименьшей. 

11.17. Из точки М описанной окружности треугольника АВС 
опущены перпендикуляры МР и МО на прямые АВ и АС. При 
каком положении точки М длина отрезка РО максимальна? 

11.18. Внутри треугольника АВС взята точка О. Пусть d,, 
d,, 4. —- расстояния от нее до прямых BC, CA, АВ. При каком 
положении точки О произведение 44,4, будет наибольшим? 

11.19. Точки A,, В, и С, взяты на сторонах BC, CA 
и АВ треугольника АВС, причем отрезки AA,, BB, и CC, 
пересекаются в одной точке М. При каком положении точки 

MA, MB, MC, 

AA, BB, CC, 
11.20. Из точки М, лежащей внутри данного треугольника 

ABC, опущены перпендикуляры MA,, MB,, МС, на прямые 
ВС, СА, АВ. Для каких точек М внутри данного треугольника 
АВС величина a/MA,+6/MB,+c/MC, принимает наименьшее 
значение? 

11.21. Дан треугольник АВС. Найдите внутри его точку 
О, для которой сумма длин отрезков OA, OB, ОС минималь- 
на. (Обратите внимание на тот случай, когда один из углов 
треугольника больше 120°.) 

11.22. Найдите внутри треугольника АВС точку О, для 
которой сумма квадратов расстояний от нее до сторон 
треугольника минимальна. 

См. также задачу 18.21,a). 

М величина максимальна? 

$ 3. Угол 

11.23. На одной стороне острого угла даны точки А и В. 
Постройте на другой его стороне точку С, из которой 
отрезок АВ виден под наибольшим углом. 
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11.24. Дан угол XAY и точка О внутри его. Проведите 
через точку О прямую, отсекающую OT данного угла 
треугольник наименьшей площади. 

11.25. Проведите через данную точку P, лежащую внутри 
угла АОВ, прямую MN так, чтобы величина ОМ +ОМ была 
минимальной (точки М и М№ лежат на сторонах OA и ОВ). 

11.26. Даны угол XA Y и окружность внутри его. Постройте 
точку окружности, сумма расстояний от которой до прямых 
АХ и AY минимальча. 

11.27. Внутри острого угла ВАС. дана точка М. Постройте 
на сторонах ВА и”АС точки Х и Y так, чтобы периметр 
треугольника ХУМ был минимальным. 

11.28. Дан угол XAY. Концы Ви С отрезков ВО и СО 
длиной | перемещаются по лучам АХ и AY. Постройте 
четырехугольник АВОС наибольшей площади. 

$ 4. Четырехугольник 

11.29. Внутри выпуклого четырехугольника найдите точку, 
сумма расстояний от которой до вершин была бы на- 
именьшей. 

11.30. Диагонали выпуклого четырехугольника ABCD 
пересекаются в точке О. Какую наименьшую площадь может 
иметь этот четырехугольник, если площадь треугольника 
АОВ равна 4, а площадь треугольника СОР равна 9? 

11.31. Трапеция ABCD с основанием AD разрезана 
диагональю АС на два треугольника. Прямая /, параллельная 
основанию, разрезает эти треугольники на два треугольника 
и два четырехугольника. При каком положении прямой 
/ сумма площадей полученных треугольников минимальна? 

11.32. Площадь трапеции равна 1. Какую наименыпую 
величину может иметь наибольшая диагональ этой трапеции? 

11.33. На основании AD трапеции ABCD дана точка К. 

Найдите на основании ВС точку М, для которой площадь 
общей части треугольников AMD и ВКС максимальна. 

11.34. Докажите, что среди всех четырехугольников с фик- 
сированными длинами сторон наиболыпую площадь имеет 
вписанный четырехугольник. 

См. также задачи 9.35, 15.3,6). 

$ 5. Многоугольники 

11.35. Многоугольник имеет центр симметрии О. До- 
кажите, что сумма расстояний до вершин минимальна для 
точки О. 
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11.36. Среди всех многоугольников, вписанных в данную 
окружность, найдите тот, у которого максимальна сумма 
квадратов длин сторон. 

11.37. Дан выпуклый многоугольник A,...A,. Докажи- 

те, что точка многоугольника, для которой максималь- 
на сумма расстояний от нее до всех вершин, является 
вершиной. 

См. также задачу 6.69. 

$ 6. Разные задачи 

11.38. Внутри окружности с центром О дана точка А. 
Найдите точку М окружности, для которой угол ОМА 

максимален. 
11.39. На плоскости даны прямая / и точки A и В, 

лежащие по разные стороны от нее. Постройте окружность, 
проходящую через точки A и В так, чтобы прямая / высекала 
на ней хорду наименьшей длины. 

11.40. Даны прямая / и точки Ри О, лежащие по одну 
сторону от нее. На прямой / берем точку М и в треугольнике 
РОМ проводим высоты РР’и ОО’. При каком положении 
точки М длина отрезка Р’О’ минимальна? 

11.41. Точки A, В и О не лежат на одной прямой. 

Проведите через точку О прямую [ Tak, чтобы сумма 
расстояний от нее до точек А и В была: а) наибольшей; 

6) наименьшей. 

жж 

11.42. Если на плоскости заданы пять точек, то, рас- 

сматривая всевозможные тройки этих точек, можно образо- 

вать 30 углов. Обозначим наименьший из этих углов ча. 
Найдите наибольшее значение ча. 

11.43. В городе 10 улиц, параллельных друг друту, 
и 10 улиц, пересекающих их под прямым углом. Какое 

наименьшее число поворотов может иметь замкнутый ав- 

тобусный маршрут, проходящий через все перекрестки? 

11.44. Чему равно наибольшее число клеток шахматной 
доски размером 8х8, которые можно пересечь одной прямой? 

(«Пересечение» имеет общую внутреннюю точку.) 

11.45. Какое наибольшее число точек можно поместить 

на отрезке длиной | так, чтобы на любом отрезке длиной 

4, содержащемся в этом отрезке, лежало не больше 1+ 10004? 

точек? 

См. также задачи 15.1, 17.20. 
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$7. Экстремальные свойства 
правильных многоугольников 

11.46. а) Докажите, что среди всех п-угольников, описан- 
ных около данной окружности, наименьшую площадь имеет 
правильный я-угольник. 

6) Докажите, что среди всех п-угольников, описанных 
около данной окружности, наименьший периметр имеет 
правильный п-угольник. 

11.47. Треугольники ABC, и АВС, имеют общее основание 
АВи £LAC,B=LAC,B. Докажите, что если |AC,—C,B\< 
<|AC,—C,B], то: 

а) площадь треугольника АВС, больше площади треуголь- 
ника АВС,; 

6) периметр треугольника ABC, больше периметра тре- 
угольника АВС.. 

11.48. а) Докажите, что среди всех п-угольников, вписанных 
в данную окружность, наибольшую площадь имеет правиль- 
ный п-Угольник. 

6) Докажите, что среди всех п-угольников, вписанных 
в данную окружность, наибольший периметр имеет правиль- 
ный п-угольник. 

Задачи для самостоятельного решения 

11.49. На стороне острого угла с вершиной A дана точка 
В. Постройте на другой ero «тороне такую точку Х, что 

радиус описанной окружности треугольника АВХ наименьший. 

11.50. Через данную точку внутри окружности проведите 
хорду наименьшей длины. 

11.51. Среди всех треугольников с заданной суммой длин 
биссектрис найдите треугольник с наиболыпей суммой длин 
высот. 

11.52. Внутри выпуклого четырсхугольника найдите точку, 
сумма квадратов расстояний от которой до вершин на- 
именьшая. 

11.53. Среди всех треугольников, вписанных в данную 

окружность, найдите тот, для которого величина + 

наименьшая. “ ° 
11.54. На шахматной доске с обычной раскраской про- 

ведите окружность наибольшего радиуса так, чтобы она не 
перссекала ни одного белого поля. 

11.55. Внутри квадрата дана точка О. Любая прямая, 
проходящая через О, разрезаст квадрат на две части. 
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Проведите через точку О прямую так, чтобы разность 

площадей этих частей была наибольшей. 
11.56. Какую наибольшую длину может иметь наименьшая 

сторона треугольника, вписанного в данный квадрат? 
11.57. Какую наиболыпую площадь может иметь правиль- 

ный треугольник, вписанный в данный квадрат? 

Решения 

11.1. По теореме косинусов a*=b*+c’?—2bccosa=(b—c)?+ 
+ 26с (1 —соза) =(%-—с)* +45 (1 —соза)/5та. Так как второе слагаемое 
постоянно, то а минимально, если b=c. 

11.2. Пусть вневписанная окружность касается сторон АВ и АС 

в точках Ки Г. Так как AK=AL=p, то вневписанная окружность 

5, фиксирована. Радиус г вписанной окружности максимален, когда 

она касается окружности S,, т.е. трсугольник АВС равиобедренный. 

Ясно также, что S=pr. 

11.3. Согласно задаче 10.53,a) S<p?/3 /3, причем равенство 

достигастся только для правильного треугольника. 

11.4. По тсореме косинусов b*+c*?=a*+2bccosa. Tak как 
2be<b?+c? и cosa>0, то 6*+c*<a*+(b?+c’)cosa, т.е. 
+ с? <а?/(1 —соза). Равенство достигастся, если b=c. 

11.5. Пусть О — центр окружности радиуса К; А, Ви С— вершины 
—> —> — 

треугольника; a=OA, b=OB, c=OC. Torna АВ?+ ВС?*+ СА? = 

=|a—b|?+|b-—cl|?+]c—al?=2(la|?+|b|? +] ¢|7)—2(a, 6) -2 (6, с)- 
—2 (с, а). Так как |a+b+ce|?=[a|*+[6|7+le|?+2(a, В)+2(6, с)+ 
+2 (с, а}, то АВ?+ВС?+ СА? =3 (а? +В? +112) -|а+6+с[?< 
<3(|a|7+]b|?+|c|?)=9R’, причем равенство достигается, только если 
a+b+c=0. Это равенство означает, что треугольник АВС правильный. 

11.6. Обозначим длину высоты, опущенной на сторопу BC, через 

2r 
р. Так как AAMNoA ABC, то MN/BC =(h—2r)/h, т. ©. MN=a( 1 -7) 

Поскольку r=S/p=ah/2p, to MN=a(l—a/p). Максимум выражения 
a(1—a/p)=a(p—a)/p достигается при а=р/2; он равен p/4. Остается 
заметить, что существует треугольник периметра 2p со стороной 

а=р/2 (положим b=c=3p/4). 

11.7. Пусть О — центр симметрии многоугольника М, расположен- 

ного внутри треугольника Т, 5(Т)— образ треугольника Т при 

симметрии относительно точки О. Тогда М лежит и в Т, ив S(T). 

Поэтому среди всех центрально симметричных многоугольников 

с данным центром симметрии, лежащих в 7, наибольшую площадь 

имеет пересечение ТГ и 5 (Т). Точка О лежит внутри треугольника 

Т, так как пересечением Т и 5(Т) является выпуклый многоугольник, 

а выпуклый многоугольник всегда содержит свой центр симметрии. 
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Puc. 124 

Пусть A,, В, и С, середины сторон BC, СА и AB треугольника 

Т= АВС. Предположим сначала, что точка О лежит внутри треуголь- 

ника A,B,C,. Тогда пересечением Ти S(T) является шестиугольник 

(рис. 124). Пусть сторона АВ делится сторонами треугольника 5 (Т) 

в отношении х:у:2, где х+у+2=1. Тогда отношение суммы 

площадей заштрихованных треугольников к площади треугольника 

АВС равно х?+у?+2?; нужно минимизировать это выражение. Tak 

как l=(x+y+z)?=3(x?+y?+4+2z7)—(x—y)?—(y—z)?—(z—x)?. то 
х*+у2?+22>1/3, причем равенство достигается только при x=y=z; 

последнее равенство означает, что Ор—точка пересечения медиан 

треугольника АВС. 

Рассмотрим теперь другой случай: точка О лежит внутри одного 

из треугольников AB,C,, A,BC,, A,B,C, например внутри AAB,C,. 

В этом случае пересечением Т и S(T) является параллелограмм, 

причем если мы заменим точку О точкой пересечения прямых АО 

и B,C,, то площадь этого параллелограмма может только увеличить- 

ся. Если же точка О лежит на стороне B,C,, то этот случай уже 

фактически был нами рассмотрен (нужно положить х=0). 

Искомым многоугольником является шестиугольник с вершинами 

в точках, делящих стороны треугольника на три равные части. Его 

площадь равна 2/3 площади 

треугольника. 

11.8. Обозначим точку 

пересечения прямых КМ 

и ВС через ТГ, а точки 

пересечения сторон  Tpe- 

угольников A,B,C, и KLM 

так, как показано на рис. 125. 

Тогда TL: RZ=KL: КИ = 

ох 

RE O 

=LC:ZB,. Tax как > 
TL> BA,=A,C2LC, то 1 к В C 
RZ>ZB,, т.е. Srzo>Szp,0- f 
Аналогично Sovp2 Sya,p Puc. 125 
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И Spyr>Syc,r- Складывая все эти неравенства и неравенство Spor > 0, 

получаем, что площадь шестиугольника PXRZQY не меньше площади 

оставшейся части треугольника A,B,C,, т. е. его площадь не меньше 

5д,в,с,/2=1/8. Равенство достигается, например, если точка К со- 

впадает с B,, а точка M—c В. 

11.9. Так как площадь правильного треугольника со стороной 

а равна а? ./3/4, сторона правильного треугольника площадью 

| равна 2/.4/3, а его высота 4/3. Докажем, что из полосы шириной 

меньше 4/3 нельзя вырезать правильный треугольник площадью 1. 

Пусть правильный треугольник АВС лежит внутри полосы шириной 

меньше 4/3. Пусть для определенности проскция вершины В на 

границу полосы лежит между проекциями вершин А и С. Тогда 

прямая, проведенная через точку В перпендикулярно границе полосы, 

пересекает отрезок АС в некоторой точке М. Высота треугольника 

ABC не превосходит ВМ, а BM не больше ширины полосы, поэтому 

высота треугольника АВС меньше 3/3, т.е. его площадь меньше |. 

Остается доказать, что из полосы шириной 3/3 можно вырезать 

любой треугольник площадью 1. Докажем, что у любого треуголь- 

ника площадью | есть высота, не превосходящая 4/3. Для этого 

достаточно доказать, что у него есть сторона не меньше 2/.4/3. 

Предположим, что все стороны треугольника АВС меньше 2/ 4/3. 

Пусть а— наименьший угол этого треугольника. Тогда а< 60° 

и блвс=(АВ: AC sina)/2 <(2/4/3)? (./3/4)= 1. Получено противоречие. 

Треугольник, у которого есть высота, не превосходящая 3/3, можно 

поместить в полосу шириной “/3, положив сторону, на которую 

опущена эта высота, на сторону полосы. 

11.10. Возведя обе части данного равенства в квадрат, его легко 

привести к виду 

(/ab, — /алб)? + (Уса, — Уса)? + (Мс, ~/eb,)? =0, 
т.е. a/a, =b/b,=c/e,. 

11.11. Фиксируем углы ao, В и у. Пусть A,B,C, — треуголь- 

ник с углами a,, В и y,. Рассмотрим векторы а, В и с, со- 
—_ —_ 

направленные с векторами B,C,, CLA, И A,B, и имеющие дли- 

ны sina, sinB и siny. Тогда cosa | COSPr 608%: _ tig b)+(b, c)+ 
sing sinB siny 

+ (с, а) (т «sin Bsin 7). А так как 2[(a, Б) +(6, c)+(c, a)}=|a+b+e|7—- 
—|a|?—|b|?—|c|?, то величина (а, b)+(b, с) + (с, а) минимальна, когда 
a+b+c=0, т.е. и =а, В =Ви у, =7. 

11.12. Пусть x=ctga, и y=ctgB,. Тогда х-+у>0 (так 

как а, +В, <л) и су, =(1—xy)/(x + y)=(x74+1)/(x+y)—x. No- 
этому а? ctga,+b?ctgB,+c* ctgy, =(a7—b?—c?)x+b7(x+y)+ 
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+c7(x?41)/(x+y). При фиксированном x это выражение минимально 

при таком у, что 6? (х+у)=с? (x74 1)/(x+y), т. е. c/b=(x+y)/,/14+x7= 
=sina, (ctga,+ctgB,)=siny,/sinB,. Аналогичные рассуждения показы- 
вают, что если а: р: с=зта, : мп В, : яп у,, то рассматриваемое выраже- 

ние минимально. В этом случае треугольники подобны 
и a*ctgatb?ctgB+c7clgy=4S (см. задачу 12.44, 6). 

11.13. Пусть f=bccosx+cacosy+abcosz. Так как cosx= 

= —cos ycosz+sin ysinz, TO f=c(a—bcosz)cosy+bcesin ysinz+ 
+abcosz. Рассмотрим треугольник, длины двух сторон которого 
равны а и b, а угол между ними равен 2; пусть Ё и п- углы, 
лежащие против сторон а и b, t— длина стороны, лежащей против 
угла 2. Тогда соз2=(а? +5? —1*)/2 а и cosy =(t*+a?—b?)/2at, поэтому 
(a—bcosz)/t=cosn. Кроме того, 6b/t=sinn/sinz. Следовательно, 
f=ctcos(n—y)+(a7+b?—1t7)/2. 

(a*+b?+c7) (с-1? 

2 

Так как a2>b, то &2>n, а значит, —F<—n<y—n<n-z-nN=6, 

т.е. cos(y—n)>cos§&. Поэтому 

a*+b?—t? 6-6, c(b?—a’) a?+b? | 

о ee 8 
Коэффициент при ¢? отрицателен или равен нулю; кроме того, 

t<a+b. Следовательно, g(t)>g(a+b)=bce+ca—ab. 
11.14. a) Так как СМХМ — прямоугольник, TO MN=CX. Поэтому 

длина отрезка ММ будет наименьшей, если СХ — высота. 

6) Пусть Sysc=S. Тогда 5.мх=АХ?.5/АВ? и Sgyy = ВХ? .5/АВ?. 
Поскольку АХ? + ВХ? > АВ?/2 (причем равенство достигается, только 
если Х— середина отрезка AB), то Эсмхн=5-—$лмх—Эвмх< 5/2. 

Площадь четырехугольника СМХМ№ будет наибольшей, если ХЫ— 

середина стороны АВ. 

11.15. Точки Р и О лежат на окружности, построенной на 

отрезке СМ как на диаметре. В этой окружности постоянный угол 

С опирается на хорду PQ, поэтому длина хорды PQ будет 

минимальна, если минимален диаметр СМ окружности, т.е. СМ— 

высота треугольника АВС. 

11.16. По теореме синусов радиусы описанных окружностей 

треугольников АСМ и ВСМ равны АС/(2зт АМС) и BC/(2sin BMC) 
соответственно. Легко проверить, что sin AMC=sin ВМС. Поэтому 

АС/(2 sin АМС)+ ВС/(2 sin BMC) =(АС+ ВС)/(2 sin ВМС). Последнее вы- 
ражение будет наименьшим, если sinBMC=1, т.е. СМ АВ. 

11.17. Точки Ри О лежат на окружности с диаметром АМ, 

поэтому РО=АМэш РАО = АМ эт А. Значит, длина отрезка РО 

максимальна, когда АМ — диаметр описанной окружности. 

11.18. Ясно, что 2S,,;-=ad,+bd,+cd.. Поэтому произведение 

(а, ) (Ба, (са.) будет наибольшим, если ad,=bd,=cd, (см. с. 237). Так 
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f>ctcosE+



/ у В \ 
6, C Г А, 

Рис. 126 Рис. 127 

как величина abc постоянна, произведение (аа,) (Ьа,)(са.} будет 
наибольшим тогда и только тогда, когда будет наибольшим 
произведение d,d,d.. 

Покажем, что равенство ad,=bd,=cd, означает, что О — точка 

пересечения медиан треугольника АВС. Обозначим точку пересечения 
прямых AO и ВС через A,. Тогда ВА, : А, С = $двд, : лсд, = Элво : 5лсо = 

= (са,): (Ба,)=1, т.е. АА, — медиана. Аналогично доказывается, что 
точка О лежит на медианах BB, и CC,. 

11.19. Пусть a=MA,/AA,, B=MB,/BB, и y=MC,/CC,. Так как 

a+B+y=1 (см. задачу 4.48, а), то УаВу<(а+В+7)/3=1/3, причем 
равенство достигается, когда я=В=у= 1/3, т.е. М — точка пересече- 
ния медиан. 

11.20. Пусть °x=MA,, y=MB, и 2=МС,. Тогда ax+by+cz= 

abe 
=2Spuct2Samct2Samp=25 apc. Поэтому ее) ое (ан 

xX yp = x y 

Cc x 2 2х 

2 ух 2 у х 2 

2а2+5?+с?+2а6+25с+2ас, причем равенство достигается, только 
если х=у=2, т.е. М -— центр вписанной окружности треугольни- 

ка АВС. 

11.21. Предположим сначала, что все углы треугольника АВС 

меньше 120°. Тогда внутри его существует точка О, из которой 

все стороны видны под углом 120°. Проведем через вершины А, 

В и С прямые, перпендикулярные отрезкам OA, ОВ и ОС. Эти 

прямые образуют правильный треугольник A,B,C, (рис. 126). Пусть 

О’— любая точка, лежащая внутри треугольника АВС и отличная 

от точки О. Докажем, что тогда О’А+О'В+О'С>ОА+ОВ+ОС, 

т.е. О-— искомая точка. Пусть А’, В’ и С’— основания перпен- 

дикуляров, опущенных из точки О’ на стороны B,C,, СА, и А, В,, 
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а— длина стороны правильного треугольника A,8B,C,. Тогда 

O'A'+O'B'+0'C'=2 ($0. вс, + бо’ дав, + бо’ л.с, = 2бл,в,с, а =ОА+ 
+ОВ+ОС. Так как наклонная длиннее перпендикуляра, то 

О’А+О В+О’С>О’А'+О’В’+О’С'=ОА+ОВ+ОС. 

Пусть теперь один из углов треугольника АВС, например угол 

С, больше 120°. Проведем через точки А и В перпендикуляры B,C, 

и С.А, к отрезкам СА и СВ, а через точку С— прямую А, В,, 

перпендикулярную биссектрисе угла АСВ (рис. 127). Так как 4 АС. B= 

=180°—/ АСВ< 60°, то B,C,>A,B,. Пусть О’— любая точка, ле- 

жащая внутри треугольника A,B,C,. Поскольку ВС, О’А’'+С А, x 

хО’В’+А, В, -О’С'=254д,в,с,› TO (0'A'+O'B'+O'C')- В.С, =28 4 вис, + 

+(B,C,—A,B,):O'C’. Так как B,C,>A,B,, то сумма О’А’+О’В’+ 
+ О’С’ минимальна для точек, лежащих на стороне B,A,. Ясно 

также, что О’А+О’'В+О’'С>О’А'+О’'В'+О’С’. Следовательно, ис- 

комой точкой является вершина С. 

11.22. Пусть расстояния от точки О до сторон ВС, СА и АВ равны 

x, у и 2 соответственно. Тогда ах+Бу+с2=2 ($вос-+ 5сол-+ лов) = 

=25.вс. Ясно также, что х:у:2=(5вос/а): (5сол/ В) : (5 лов/<). 
Уравнение ax+by+cz=2S задает плоскость в трехмерном про- 

странстве с координатами x, у, 2, причем вектор (а, 6, с) перпен- 

дикулярен этой плоскости, так как если ах, +Бу, +52, =25 и ах. + 

+by,+cz,=2S, то a(x,—x,)+6(y,—y,)+ce(z,—-z,)=0. Нам нужно 
найти точку (хо, Yo, Zo) этой плоскости, для которой достигается 
минимум выражения х?+у?+2?, и проверить, что этой точке 
соответствует некоторая внутренняя точка . треугольника. Tak как 

х*+у?+2?—это квадрат расстояния от начала координат до точки 
(x, у, 2), то искомой точкой является основание перпендикуляра, 

опущенного из начала координат на плоскость, т.е. х:у:2=а:Ь:с. 

Остается проверить, что внутри треугольника существует точка О, 

для которой х:у:2=а:6:с. Это равенство эквивалентно условию 

(5вос/а): (5сол/В) : (5лов/с)=а::с, 

Т. €. Sgoc: Scoa: Saop= 47:67:07. А так как равенство вос: блов=а?:с 
следует из равенств 5вос: Эсол=а?:Ь? и Seog: Элов=Ь?:с?, то искомая 
точка —это точка пересечения прямых CC, и AA,, делящих стороны 

АВ и ВС в отношениях BC,:C,A=a?:b* и CA,:A,B=b?:c? 
соответственно. 

11.23. Пусть О— вершина данного угла. Точка С является 

точкой касания стороны угла с окружностью, проходящей через 

точки А и В, т.е. OC?=OA-OB. Для нахождения длины отрезка 

ОС достаточно провести касатсльную к любой окружности, прохо- 

дящей через точки A и В. 

11.24. Рассмотрим угол Х’А’У, симметричный углу XAY от- 

носительно точки О. Пусть В и С — точки пересечения сторон этих 

углов. Обозначим точки пересечения прямой, проходящей через 
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точку О, co сторонами углов XAY 

и ХА’У через B,, С; и Bi, Ci 

соответственно (рис. 128). Так как 

авс, Эд Bicy ТО бдвис, = (блвл’с + 
+ 5вв,с: + 5сс,в!)/2. Площадь тре- 
угольника AB,C, минимальна, ес- 

ли В =Ви С, =С, т.е. искомой 

прямой является ВС. 

11.25. Возьмем на сторонах 

Рис. 128 ОА и ОВ точки Ки L так, что 

KP | ОВ и LP | OA. Тогда 

КМ:КР=РЕ:ЕМ, а значит. KM+LN22./KM:LN=2./KP:PL= 

=2./ОК-ОГ, причем равенство — достигается когда KM= 

=[М=./ОК: ОГ. Ясно также, что OM+ON=(OK+OL)+(KM+LN). 
11.26. Отложим на лучах АХ и AY равные отрезки АВ и АС. 

Если точка М лежит на отрезке ВС, то сумма расстояний от нее 

до прямых АВ и АС равна 2(5.вм+5.см)/АВ=25$лвс/ АВ. Поэтому 
сумма расстояний от точки до прямых АХ и АТ тем меньше, чем 

меньше расстояние от ее проекции на биссектрису угла XAY до 

точки A. 

11.27. Пусть точки М, и M, симметричны М относительно 

прямых АВ и AC. Так как / ВАМ, =/ ВАМ и / САМ, = 1 САМ, 

TO / М. АМ, =2 4 ВАС< 180°. Поэтому отрезок M,M, пересекает 

лучи АВ и АС в некоторых точках Х и Y (рис. 129). Докажем, 

что Х и У искомые точки. В самом деле, если точки X, и Y, 

лежат на лучах АВ и AC, то MX,=M,X, и MY,=M,Y,, т.е. 

периметр треугольника MX,Y, равен длине ломаной М,Х, У, М.. 

Из всех ломаных с концами в точках М, и M, наименьшую длину 

имеёт отрезок М,М.. 
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11.28. Четырехугольник АВОС наиболышей площади выпуклый. 

(Среди всех треугольников АВС с фиксированными углом А и сторо- 

ной ВС наибольшую площадь имеет равнобедренный треугольник 

с основанием ВС. Значит, среди всех рассматриваемых четырехуголь- 

ников АВОС с фиксированной диагональю ВС наибольшую площадь 

имсет четырехугольник, для которого AB=AC, т.е. точка О лежит 

Ha биссектрисс угла А. Рассмотрим, далее, треугольник ABO, 

в котором фиксированы угол ВАО, равный ZL 4/2, и сторона BO. 

Площадь этого треугольника максимальна, когда AB=AO. 

11.29. Пусть O---Touka псресечсния диагоналей выпуклого чс- 

тырехугольника ABCD, а О, —-любая другая точка. Тогда 

АО +СО>2АС=АО+СО и BO,+D0,>BD=B0+ DO, причем хотя 

бы одно из неравенств строгое. Следовательно, О. искомая точка. 

11.30. Так как 5лов: эвос=АО:ОС= 5 лор: Эрос. ТО Эвос‘Элов= 

= 5 лов ‘рос = 36. Следовательно, Эвос + 5лор22/эвос'Элов= 12, при- 

чем равенство достигается, CCIM Sgoc=Syop. Т.е. Sasc=Sapp> 

откуда AB||CD. При этом площадь четырсхугольника равна 

4+9+12=25. 

11.31. Пусть Sy и $ — рассматриваемые суммы площадей тре- 

угольников для прямой [, проходящей через точку пересечения 

диагоналей трапеции, и для некоторой другой прямой [. Легко 

проверить, что 5=5,+5, где 5— площаль треугольника, образован- 

ного диагоналями АС и BD и прямой [. Поэтому /, — искомая прямая. 

11.32. Длины диагоналей трапеции обозначим через 4, и 4,, 

длины их проекции на основание — через р, и р›, длины оснований — 

В My М G 

Puc. 130 

через а и 6b, высоту — через Л. Пусть для определенности а, >d). 

Тогда р.2р.. Ясно, что p,+p,2a+b. Поэтому р, >2(а+5)/2 = 
| 

=5/й=1/й. Следовательно, di=pith*> 5+й" >22, причем равенст- 

‘BO достигается, только если p,;=p,=h=1. При этом d, =,/2. 

11.33. Докажем, что искомой точкой является точка М, делящая 

сторону ВС в отношении ВМ:МС=АК: КО. Обозначим точки 
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пересечения отрезков АМ и BK, DM и CK через P, О соответственно. 

Тогда KQ:QC=KD:MC=KA:MB=KP: PB, т.е. прямая РО парал- 

лельна основаниям трапеции. 

Пусть М, — любая другая точка на стороне ВС. Для определен- 

ности можно считать, что М, лежит на отрезке ВМ. Обозначим 

точки пересечения АМ, и ВК, DM, и CK, AM, и РО, DM, и РО, 

АМ и DM, через P,, Q,, P2, О,, О соответственно (рис. 130). 

Нужно доказать, что Эмрко> Эм рико» Т. ©. Эмооо> 5м отв. ЯСНО, 

ЧТо Эмооо> Эмоо,0о=Эм,оРР, > ЭМ, OPP,’ 

11.34. Согласно задаче 4.45,a) 

S* =(p—a)(p—b)(p—c)(p—d)—abcd cos? ((B+ D)/2). 

Эта величина максимальна, когда cos((B+D)/2)=0, т.е. / В+ 
+1 D=180°. 

11.35. Если А и А’ — симметричные относительно точки О вер- 

шины многоугольника, то сумма расстояний до точек А и А’ одна 

и та же для всех точек отрезка AA’, а для всех других точек она 

больше. Точка О принадлежит всем таким отрезкам. 

11.36. Если в треугольнике АВС угол В тупой или прямой, то 

по теореме косинусов АС?> АВ? + ВС?. Поэтому если в многоуголь- 
нике угол при вершине В не острый, то, выбросив вершину В, 

получим многоугольник с не меньшей суммой квадратов длин 

сторон. Tak как у любого п-угольника при п>3 есть неострый 

угол, с помощью такой операции мы приходим к треугольнику. 

Среди всех треугольников, вписанных в данную окружность, наиболь- 

шую сумму квадратов длин сторон имеет правильный треугольник 

(см. задачу 11.5). 

11.37. Если ‚точка Х делит некоторый отрезок РО в отношении 

^:(1-^), то А,Х=(1-^) А,Р+^, А,0, а значит, A,X <(1—A) А,Р+^ 4,0. 
Следовательно, S(X)=V AX <(1-A)Y¥ AP+H+AY А, 0 =(1-^)Х(Р)-+ 
+i /(0). Пусть, например, f(P)</f(Q); тогда f(X)< f(Q). Поэтому 
функция / на отрезке РО принимает максимальное значение в одном 

из его концов; точнее говоря, внутри отрезка не может быть точки 

строгого максимума функции /. Следовательно, если X— любая 

точка многоугольника, то Г(Х)< (У), где У некоторая точка 
стороны многоугольника, а f(Y)</f(Z), где Х— некоторая вершина. 

11.38. Геометрическое место точек Х, для которых угол ОХА 

постоянен, состоит из двух симметричных относительно прямой OA 

дуг окружностей 5, и S,. Рассмотрим тот случай, когда диаметр 

окружностей 5, и 5, равен радиусу исходной окружности, т. е. эти 

окружности касаются исходной окружности в точках М, и M,, для 

которых / ОАМ, = 24 OAM,=90°. Точки М, и М, являются ис- 

комыми, так как если / ОХА> 1 ОМ. А= 1 OM,A, то точка Х лежит 

строго внутри фигуры, образованной окружностями 5, и 5,, т.е. 

не может лежать на исходной окружности. 
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11.39. Обозначим точку пересечения прямой [ и отрезка АВ 

через О. Рассмотрим произвольную окружность 5, проходящую 

через точки А и В. Она пересекает [ в некоторых точках М и №. 

Поскольку МО: М№МО=АО-ВО — постоянная величина, то 

MN=MO+NO22./MO:NO=2./A0: BO, 

причем равенство достигается, только если MO=NO. В этом случае 

центр окружности 5 является точкой перссечения серединного пер- 

пендикуляра к АВ и перпендикуляра к /, проходящего через точку О. 

11.40. Построим окружность с диаметром РО. Если эта окру- 

жность пересекается с прямой [ то любая из точек пересечения 

является искомой, поскольку в этом случае Р’=0О’ Если же 

окружность не пересекается с прямой [ то для любой точки М на 

прямой [ угол РМО острый и / Р’РО’=90°+/ РМО. Теперь легко 

убедиться, что длина хорды Р’О’ минимальна, если угол РМО 

максимален. Для нахождения точки М остается провести через 

точки Ри О окружности, касающиеся прямой /[ (см. задачу 8.56,a), 

и из точек касания выбрать нужную. 

11.41. Пусть сумма расстояний от точек А и В до прямой 

[ равна 2h. Если прямая [ пересекает отрезок АВ в точке Х, то 

S,op=h:' OX, поэтому величина A экстремальна, когда экстремальна 

величина ОХ, т.е. прямая ОХ соответствует стороне или высоте 

треугольника АОВ. Если прямая [ не пересекает отрезок АВ, то 

величина й равна средней линии трапеции, ограниченной перпен- 

дикулярами, опущенными из точек А и В на прямую /. Эта 

величина экстремальна, когда прямая / перпендикулярна медиане 

ОМ треугольника АОВ или соответствует стороне треугольника 

АОВ. Остается выбрать две из полученных четырех прямых. 

11.42. Предположим сначала, что точки являются вершинами 

выпуклого пятиугольника. Сумма углов пятиугольника равна 540°, 

поэтому один из его углов не превосходит 540°/5 = 108°. Диагонали 

делят этот угол на три угла, поэтому один из них не превосходит 

108°/3 =36°. В этом случае a< 36°. 

Если точки не являются вершинами выпуклого пятиугольника, 

то одна из них лежит внутри треугольника, образованного тремя 

другими. Один из углов этого треугольника не превосходит 60°. 

Отрезок, соединяющий соответствующую вершину с внутренней 

точкой, делит этот угол на два угла, поэтому один из них не 

превосходит 30°. В этом случае a<30°. Во всех случаях а< 36°. 

Ясно, что для правильного пятиугольника o= 36°. 

11.43. Замкнутый маршрут, проходящий через все перекрестки, 

может иметь 20 поворотов (рис. 131). Остается доказать, что 

меньше 20 поворотов такой маршрут иметь не может. После 

каждого поворота происходит переход с горизонтальной улицы 
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на вертикальную или с вертикальной на горизонтальную. Поэтому 

число горизонтальных звеньев замкнутого маршрута равно числу 

вертикальных звеньев и равно половине числа поворотов. Пред- 

положим, что замкнутый маршрут имсет меньше 20 поворотов. 

Тогда найдутся улицы обоих направлений, по которым маршрут 

не проходит. Поэтому маршрут не проходит через перекресток 

этих Улиц. 

11.44. Прямая может пересекать 15 клеток (рис. 132). Докажем 

теперь, что прямая не может пересекать более 15 клеток. Число 

клеток, которые пересекает прямая, на | меньше числа точек 

пересечения ее с отрезками, задающими стороны клеток. Внутри 

квадрата имеется 14 таких отрезков. Поэтому внутри квадрата 

находится не более 14 точек пересечения прямой со сторонами 

клеток. Никакая прямая не может пересекать границу доски более 

чем в двух точках, поэтому число точек пересечения ее с отрезками 

не превышает 16. Следовательно, наибольшее число клеток шахмат- 

ной доски размером 8х8, которые можно пересечь одной прямой, 

равно 15. 

11.45. Докажем сначала, что 33 точки разместить таким образом 

нельзя. Действительно, если на отрезке длиной | находятся 33 точки, 

то расстояние между какими-нибудь двумя из них не превосходит 

1/32. Отрезок с концами в этих точках содержит две точки, а он 

должен содержать не более 1+ 1000/32? точек, т.е. менее двух точек. 

Докажем теперь, что 32 точки разместить можно. Возьмем 

32 точки, делящие отрезок на равные части (концы данного отрезка 

входят в число этих 32 точек). Тогда отрезок длиной 4 содержит 

либо [314], либо [314 ]+ 1 точек. Нужно доказать, что [314 ]<1000а2. 

Если 3ld<l1, то [314]=0<10004?. Если 314>1, то 
[31d ]<314а< (31а)? =9614? < 100042. 

Примечание. [х]— целая часть числа x, т.е. наибольшее 

целое число, не превосходящее х. 
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11.46. a) Пуеть неправильный 

‘п-угольник описан около окружности 5. 

Опишем около этой окружности правиль- 

ный п-угольник, а около него оцишем 

окружность 5, (рис. 133). Докажем, что 

площадь части неправильного п-уголь- 

ника, заключенной внутри S,, больше 

площади правильного п-угольника. Все 

касательные к 5 отсекают от S, равные 

сегменты. Поэтому сумма площадей сег- 

ментов, отсекаемых от 5, сторонами 

правильного п-угольника, равна сумме 

площадей сегментов, отсекаемых от 5, 

сторонами неправильного п-угольника или их продолжениями. Но 

для правильного п-угольника эти сегменты не пересекаются (точнее 

говоря, не имеют общих внутренних точек), а для неправильного 

п-угольника некоторые из них обязательно перекрываются, поэтому 

площадь объединения этих сегментов для правильного п-угольника 

больше, чем для неправильного. Следовательно, площадь части 

неправильного п-угольника, заключенной внутри окружности S,, 

болыше площади правильного п-угольника, а площадь всего непра- 

вильного п-угольника и подавно больше площади правильного. 

6) Эта задача следует из а), так как периметр многоугольника, 

описанного около окружности радиуса R, равен 25S/R, где S— 

площадь многоугольника. 

11.47. Стороны треугольника АВС пропорциональны sing, яп В 

и siny. Если угол у фиксирован, то величина |sina—sin B|=2|sin((e— 
— В)/2) sin (7/2) | тем больше, чем больше величина P=|a— P|. Остается 
заметить, что величины S=2R’sinasin Взшу= К? япу (соз (&—В)+ 
+с0$ y)=R?’siny(cos@+cosy) и sina+sinB=2cos(y/2)cos(p/2) моно- 
тонно убывают при возрастании ф. 

11.48. а) Обозначим длину стороны правильного п-угольника, 

вписанного в данную окружность, через a,. Рассмотрим произвольный 

неправильный п-угольник, вписанный в эту окружность. У него 

обязательно найдется сторона длиной меньше a,. А вот стороны 

длиной больше а, у него может и не быть, но тогда этот 

многоугольник можно заключить в сегмент, отсекаемый стороной 

правильного п-угольника. Так как при симметрии относительно 

стороны правильного п-угольника сегмент, отсекаемый этой стороной, 

попадает внутрь п-угольника, площадь п-угольника больше площади 

сегмента. Поэтому можно считать, что у рассматриваемого 

п-угольника есть сторона длиной меньше а, и сторона длиной 

больше а,. 

Мы можем поменять местами соседние стороны п-угольника, 

т.е. вместо многоугольника A,A,A;...4, взять многоугольник 
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A,A}3A3...4,, где точка A2 CHM- 

метрична точке A, относительно се- 

рединного перпендикуляра к отрезку 

А.А, (рис. 134). При этом оба мно- 

гоугольника вписаны в одну и ту же 

окружность и их площади равны. 

Ясно, что с помощью этой операции 

можно сделать соседними любые две 

стороны многоугольника. Поэтому 

будем считать, что у рассматрива- 

емого — п-угольника A,A,>a, и 

А.А, <а,. Пусть А — точка, симмет- 

ричная точке A, относительно сере- 

динного перпендикуляра к отрезку 

A,A,. Если точка AZ лежит на дуге A,A>, то разность углов при 

основании A,A, у треугольника А,4А5А, меньше, чем у треугольника 

A,A,A3, так как величины углов A,A,A3 и А.А, А>5 заключены 

между величинами углов A,A,A, и 4А,4,4,. Поскольку А, А><а, 

и A,A,>a,, TO Ha дуге А,А> существует точка 45, для которой 

А, А`=а,. Площадь треугольника A,A2A, больше площади треуголь- 

ника A,A,A, (см. задачу 11.47,a). Площадь многоугольника 

А, АЗ А....А, больше площади исходного многоугольника, и у него 

по крайней мере Ha | больше число сторон, равных a,. За конечное 

число шагов мы придем к правильному п-угольнику, причем каждый 

раз площадь увеличивается. Следовательно, площадь любого не- 

правильного п-угольника, вписанного в окружность, меньше площади 

правильного п-угольника, вписанного в ту же окружность. 

6) Доказательство аналогично предыдущему, нужно только вос- 

пользоваться результатом задачи 11.47,6), а не задачи 11.47, а). 

Рис. 134 
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Глава 12 

ВЫЧИСЛЕНИЯ И МЕТРИЧЕСКИЕ 

СООТНОШЕНИЯ 

Вводные задачи 

1. Докажите теорему косинусов: 

BC?=AB?+ AC*—2AB: ACcos А. 

a b с 
2. Докажите теорему синусов: ——=-——~=——=2R 

sina эшВ siny 

3. Докажите, что площадь треугольника равна 

./p (p—a)(p—b) (p—c), где p—nonynepuMetp (формула Ге- 
рона). 

4. Стороны параллелограмма равны а и b, а диагонали 
равны 4 и е. Докажите, что 2(a*+b*)=d’+e?. 

5. Докажите, что площадь выпуклого четырехугольника 
ABCD равна (1/2) АС.ВРяпф, где ф— угол между диаго- 
налями. 

$ 1. Теорема синусов 

12.1. Докажите, что площадь 5 треугольника равна abc/4R. 
12.2. Точка Р лежит на основании АС равнобедренного 

треугольника АВС. Докажите, что радиусы описанных окру- 
жностей треугольников ABD и CBD равны. 

12.3. Выразите площадь треугольника АВС через длину 
стороны ВС и величины углов Ви С. 

12.4. Докажите, что . 

тб В соз 
2 2 

12.5. В остроугольном треугольнике АВС проведены вы- 
соты AA, и СС,. Точки A, и С, симметричны A, и С, 
относительно середин сторон ВС и АВ. Докажите, что 

прямая, соединяющая вершину В с центром О описанной 
окружности, делит отрезок A,C, пополам. 

12.6. Через точку 5 проведены прямые а, b, си 4; 

прямая / пересекает их в точках A, В, С и D. Докажите, 

что величина AC: BD/(BC: AD) не зависит от выбора прямой [. 
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6, 12.7. Даны прямые а и В, 
пересекающиеся в точке О, и про- 
извольная Точка Р. Прямая I, 
проходящая через точку Р, пе- 
ресекает прямые а и Db в точках 
А и В. Докажите, что величина 

(OA/OB)/(PA/PB) не зависит от 
выбора прямой /. 

12.8. Обозначим вершины 
и точки пересечепия звеньев (не- 
правильной) пятиконсчной звезды 

так, как показано на рис. 135. 
Рис. 135 Докажите, что 

А, С.В, Б-С, Е.Б. АЕ В=А,Б.В,Е-С,А-Б, В.Е, С. 

12.9. Два подобных равнобедренных треугольника име- 
ют общую вершину. Докажите, что проекции их OCHOBa- 
ний на прямую, соесдиняющую середины оснований, рав- 
НЫ. 

12.10. На окружности с диаметром АВ взяты точки 
С и Р. Прямая CD и касательная к окружности в точке 
В пересекаются в точке Х. Выразите ВХ через радиус 
окружности К и углы ф=ДВАС и у= 1 ВАБ. 

$ 2. Теорема косинусов 

12.11. Докажите, что: 

a) m2=(2b*+2c*—a’)/4; 
6) m2+m24+m2=3(a?+b7+c’)/4. 
12.12. Докажите, что 4S=(a*—(b—c)*)ctg (a/2). 
12.13. Докажите, что cos’ (a/2)=p(p—a)/bc и sin? (a/2)= 

=(p—5)(p—c)/bc. 
12.14. Длины сторон параллелограмма равны а и ВБ, 

длины диагоналей—т и и. Докажите, что а“+Ь“=т?п? 
тогда и только тогда, когда острый угол параллелограмма 
равен 45°. 

12.15. Докажите, что медианы AA, и ВВ, треугольника 
АВС перпендикулярны тогда и только тогда, когда 
a? +5? =5с?. 

12.16. Пусть О — центр описанной окружности (неправиль- 
ного) треугольника АВС, М — точка пересечения медиан. 

Докажите, что прямая ОМ перпендикулярна медиане СС, 
тогда и только тогда, когда а?+Ь?=2с?. 
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$ 3. Вписанная, описанная и вневписанная окружности; 
их радиусы 

12.17. Докажите, что: 

а) a=r(ctg (В/2) + ctg (у/2)) = гсоз («/2)/(sin (B/2) sin (у/2)); 
6) a=r, (tg (B/2) + tg (y/2)) = г, cos (a/2)/(cos (B/2) cos (y/2)); 
в) p—b=rctg (B/2) =r, tg (y/2); 
г) p=r,ctg (9/2). 
12.18. Докажите, что: 

а) rp=r,(p—a), т. =(р-6)(р-с) и тг. =р(р-а); 
6) 5°=р(р-а)(р-Ь)(р-с) (формула Герона); 
в) 52 =, и.. 
12.19. Докажите, что S=r2 tg (a/2) tg (В/2) ctg (y/2). 
12.20. Докажите, что S=cr,r,/(r,+7,)- 

| | 
12.21. Докажите, что ЗЕ 

12.22. Докажите, что —+—+—=—+-—4+-=-. 

12.23. Докажите, что 

| | | | + + =>. 
(p—a)(p—b) (p—b)(p—c) (р-е)(р-а) Pr? 

12.24. Докажите, что rj,+r,t+r.=4R+r. 
12.25. Докажите, что иг, +тьг. + т.т =р?. 

] ] ] 1 12R 
12.26. Докажите, что ———=-———— 

Г Г rp ro 

12.27. Докажите, что a(b+c)=(r+r,)(4R+r—r,) 
и a(b—c)=(r,—r.) (4R—-1,—-1,). 

12.28. Пусть О— центр вписанной окружности треуголь- 
OA? ОВ? ОС? | 

be ы ас ы ab 

12.29. a) Докажите, что если для некоторого треугольника 
p=2R+r, то этот треугольник прямоугольный. 

6) Докажите, что если p=2Rsing+rctg(/2), то ф— один 
из углов треугольника (предполагается, что О<ф<т). 

ника АВС. Докажите, что 

$ 4. Длины сторон, высоты, биссектрисы 

12.30. Докажите, что abc=4prR и ab+be+ca=r7+p?+4rR. 
| | | 

ab’ be ca 2Rr 
a+b—c OL В 

2.32. =I — — . 1 Докажите, что Бе (*)*($} 

12.31. Докажите, что 
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12.33. Докажите, что h,=bc/2R. 

12.34. Докажите, что 

h,=2(p—a) cos (В/2) cos (y/2)/cos (a/2) = 

= 2 (p—b)sin (B/2) cos (y/2)/sin («/2). 

12.35. Докажите, что длину биссектрисы [ можно вычис- 
лить по следующим формулам: 

а) 1,=./4p (p—a)bc[(b+c)?; 
6) 1,=2bc cos (a/2)/(b+c); 
в) /,=2Rsin В sin y/cos ((B — y)/2); 
г) 1,=4psin (B/2) sin (y/2)/(sin B+ sin у). 

$ 5. Синусы и косинусы углов треугольника 

Пусть о, В и у— углы треугольника АВС. В задачах этого 
параграфа требуется доказать соотношения, указанные в фор- 
мулировках. 

12.36. а) sin (9/2) sin (B/2) sin (y/2)=r/4R; 

6) tg (a/2) tg (B/2) tg (y/2) =r/p; 
в) cos (a/2) cos (В/2) cos (y/2) = p/4R. 
12.37. a) cos (/2) sin (B/2) sin (y/2)=(p—a)/4R; 
6) sin (a«/2) cos (B/2) cos (y/2) =r,/4R. 
12.38. cosa+cosB+cosy=(R+r)/R. 
12.39. a) cos 2a+cos 2B + со$ 2y+4cosacos Bcos y+ 1=0; 
6) cos? a+ cos? B+ cos? y+2cos acos Bcos y= 1. 
12.40. sin2a+sin 2B + зп 2y =4sin asin В sin y. 
12.41. a) зп? “+ т? B+sin? y=(p?—r*—4rR)/2R?. 
6) 4R*cosacos Bcosy=p?—(2R+r)?. 
12.42. abcosy+bccosa+cacos B=(a*+b*+c7)/2. 
12.43. cos? (a/2) , cost (B/2) | cos? (у/2)_ Р_ 

b с 4Rr 

$ 6. Тангенсы и котангенсы углов треугольника 

Пусть а, В и у-— углы треугольника АВС. В задачах этого 
параграфа требуется доказать соотношения, указанные в фор- 
мулировках. 
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12.44. а) ctga+ctgB+ctgy=(a* +b? +с*)/45; 
6) a*ctgat+b’?ctgB+c*ctgy=4S. 
12.45. а) ctg (a/2)+ctg (В/2) + ctg (у/2) = р/к; 

6) tg (6/2) +18 (/2)-++1 0/2) = (4+7 )/2. 
b с 

12.46. tga+tgB+tgy=—tgatgBtgy. 

a В В т у.“ 
12.47. te -te—-+te—te-+te—-te—-=1. 

55 Bat 5) Bt 5 8>



12.48. a) ctgactgB+ctgPctgy+ctgactgy=1; 
6) ctga+ctgB+ctgy—ctgactgPctgy=1/(sina sin В sin 7). 
12.49. Для непрямоугольного треугольника tga+tgBt+ 

+tgy=4S/(a7+b7+c?—8R?). 

$ 7. Вычисление углов 

12.50. Даны две пересекающиеся окружности радиуса К, 
причем расстояние между их центрами больше К. Докажите, 
что B=3a (рис. 136). 

12.51. Докажите, что если 

1 11 
— — —— A=120°. ate т To Z 

12.52. В треугольнике АВС 
высота АН равна медиане ВМ. 
Найдите угол МВС. 

12.53. В треугольнике АВС 
проведены биссектрисы AD Рис. 136 
и ВЕ. Найдите величину уг- 
ла С, если известно, что AD:-BC=BE:-AC и ACFBC. 

12.54. Найдите угол В треугольника АВС, если длина 
высоты СН равна половине длины стороны AB, а 1 BAC=75°. 

12.55. В прямоугольном треугольнике АВС с прямым 
углом А на высоте AD как на диаметре построена окружность, 
пересекающая сторону АВ в точке К и сторону АС в точке 

М. Отрезки AD и КМ пересекаются в точке Г. Найдите 
острые углы треугольника АВС, если известно, что 
АК: АГ. = АГ: АМ. 

12.56. В треугольнике АВС угол С вдвое больше угла 
А и b=2a. Найдите углы этого треугольника. 

12.57. В треугольнике АВС проведена биссектриса ВЕ 
и на стороне ВС взята точка К так, что £ АКВ=21 AEB. 
Найдите величину угла AKE, если / AEB=«a. 

* * * 

12.58. В равнобедренном треугольнике АВС с основанием 
ВС угол при вершине А равен 80°. Внутри треугольника 
АВС взята точка М так, что LMBC=30° u LMCB=10°. 

Найдите величину угла АМС. 
12.59. В равнобедренном треугольнике АВС с основанием 

АС угол при вершине В равен 20°. На сторонах ВС 
и AB взяты точки D и Е ссответственно так, что 

д DAC=60° и / ЕСА = 50°. Найдите угол ADE. 
12.60. В остроугольном треугольнике АВС отрезки ВО 

и CO, где О-— центр описанной окружности, продолжены 
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до пересечения в ‘точках Р и Е co сторонами AC и AB. 
Оказалось, что / ВРЕ= 50° и / СЕР = 30°. Найдите величины 

углов треугольника АВС. 

$ 8. Окружности 

12.61. Окружность 5 с центром О на основании ВС 
равчобедренного треугольника АВС касается равных сторон 
АВ и АС. На сторонах АВ и АС взяты точки Ри О так, 
что отрезок РО касается окружности 5. Докажите, что тогда 
4PB-CQ=BC?. 

12.62. Пусть Е— середина стороны AB квадрата ABCD, 
а точки Е и С выбраны на сторонах ВС и СР так, что 

AG|| EF. Докажите, что отрезок FG 

касается окружности, вписанной 
в квадрат ABCD. 

12.63. Хорда окружности удалена 
от центра на расстояние й. В каждый 
из сегментов, стягиваемых хордой, 
вписан квадрат так, что две соседние 
вершины квадрата лежат на дуге, 
а две другие— на хорде или ее 
продолжении (рис. 137). Чему равна 
разность длин сторон этих квад- 
paToB? 

12.64. Найдите отношение сто- 
рон треугольника, одна из медиан которого делится вписанной 
окружностью на три равные части. 

Рис. 137 

 * * 

12.65. В окружность вписан квадрат, а в сегмент, отсеченный 
от круга одной из сторон этого квадрата, вписан другой 

квадрат. Найдите отношение длин сторон этих квадратов. 
12.66. На отрезке АВ взята точка С и на отрезках АС, 

ВС и АВ как на диаметрах построены полуокружности, 

On $ 
С В Рис. 138 Ъ.
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лежащие по одну сторону от прямой АВ. Через точку 
С проведена прямая, перпендикулярная АВ, и в образовав- 

шиеся криволинейные треугольники АСР и ВСР вписаны 

окружности S, и S, (рис. 138). Докажите, что радиусы этих 
окружностей равны. 

12.67. Центры окружностей с радиусами 1, 3 и 4 pac- 
положены на сторонах AD и ВС прямоугольника ABCD. 

Эти окружности касаются друг друга и прямых АВ и CD 

так, как показано на рис. 139. 
Докажите, что существует окру- 
жность, касающаяся всех этих $s, 
окружностей и прямой AB. 

A 6 

$ 9. Разные задачи 

12.68. Найдите все треуголь- 55 § 
ники, у которых углы образуют го) 
арифметическую прогрессию, 
а стороны: а) арифметическую 
прогрессию; 6) геометрическую 
прогрессию. 

12.69. Найдите высоту трапе- 2 г 
ции, у которой основания АВ Рис. 139 

и CD равны а и b (a<b), угол 
между диагоналями равен 90°, а угол между продолжениями 
боковых сторон равен 45°. 

12.70. Вписанная окружность касается стороны BC тре- 
угольника АВС в точке К. Докажите, что площадь треуголь- 
ника равна BK: KC ctg(a/2). 

12.71. Докажите, что если ctg(a/2)=(b+c)/a, то треуголь- 
ник прямоугольный. 

12.72. Продолжения биссектрис треугольника АВС пере- 
секают описанную окружность в точках A,, В, и 
C,. Докажите, что Sasc/Sa,p,c,= 27/К, rye ги R—pa- 
диусы вписанной и описанной окружностей треугольника 
АВС. 

12.73. Докажите, что сумма котангенсов углов треуголь- 
ника АВС равна сумме котангенсов углов треугольника, 
составленного из медиан треугольника АВС. 

12.74. Цусть А.— ортоцентр треугольника A,A,A,;. До- 
кажите, что существуют такие числа A,,...,A4, что 
A,;Aj=,+4,;, причем, если треугольник не прямоугольный, 
то У (1/2) =0. 
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$ 10. Метод координат 

12.75. Координаты вершин треугольника рациональны. 
Докажите, что координаты центра его описанной окружности 
тоже рацнональны. 

12.76. Диаметры АВ и CD окружности 5 перпендикулярны. 
Хорда EA пересекает диаметр CD в точке К, хорда ЕС 
пересекает диаметр АВ в точке Г. Докажите, что если 

СК: КР =2:1, то АГ: ГВ=З:1. 

12.77. В треугольнике АВС угол С прямой. Докажите, 
что при гомотетии с центром С и коэффициентом 2 вписанная 
окружность переходит в окружность, касающуюся описанной 
окружности. 

12.78. Квадрат АВСР вращается вокруг своего неподвиж- 
ного центра. Найдите геометрическое место середин отрезков 
РО, где Р— основание перпендикуляра, опущенного из точки 

D на неподвижную прямую [ а О— середина стороны AB. 

См. также задачи 7.6, 7.14, 7.47, 22.15. 

Задачи для самостоятельного решения 

12.79. Каждая из двух окружностей касается обеих сторон 
данного прямого угла. Найдите отношение радиусов окружно- 
стей, если известно, что одна из них проходит через центр другой. 

12.80. Пусть продолжения сторон АВ и CD, ВС и AD 
выпуклого четырехугольника АВСР пересекаются в точках 
К и М соответственно. Докажите, что радиусы окружностей, 
описанных около треугольников АСМ, ВОК, ACK, BDM, 

связаны соотношением Кадсм` Repx = Каск ` Rapa. 

12.81. Три окружности радиусов 1, 2, 3 касаются друг 
друга внешним образом. Найдите радиус окружности, про- 
ходящей через точки касания этих окружностей. 

12.82. Пусть точка К лежит на стороне ВС треугольника 
АВС. Докажите, что 

АС?.ВК+АВ?.СК=ВС(АК?*+ВК-КС). 

12.83. Докажите, что длина биссектрисы внешнего угла 
2bc sin («/2) 

|b—c| 
12.84. Две окружности радиусов К и г расположены так, 

что их общие внутренние касательные перпендикулярны. 
Найдите площадь треугольника, образованного этими каса- 
тельными и общей внешней касательной. 

12.85. Докажите, что сумма углов при лучах любой 
(неправильной) пятиконечной звезды равна 180°. 

308 

А треугольника АВС равна



12.86. Докажите, что В любом треугольнике 

В 
2 

12.87. Пусть а<Ь<с— длины сторон треугольника; [, I,, 
[и lj, U4, — длины его биссектрис и биссектрис внешних 

О ВИ 
а[. Г, + cll’. ЫЫ»’ 

12.88. В каждый угол треугольника вписана окружность, 
касающаяся вписанной окружности треугольника. Найдите 
радиус вписанной окружности, если известны радиусы этих 
окружностей. 

12.89. Вписанная окружность касается сторон АВ, ВС, 
СА в точках К, Г, М соответственно. Докажите, что: 

2 2 2 2) Е KL? ГМ ) 
2\ sina зпВ siny 

S=(p—a)? tg=ctg св. 

углов. Докажите, что 

1 
6) 5? = 7 (beMK? +caKL?+abLM’); 

MK* | KL? LM? _ 
hh. hh, ВА са a 

Решения 

12.1. По теореме синусов siny=c/2R, поэтому S=(absiny)/2= 

=abc /4 К. 

12.2. Радиусы описанных окружностей треугольников АВР и СВО 

равны AB/2sin ADB и ВС |2 зт ВОС. Остается заметить, что AB=BC 

и sinADB=sin BDC. 

12.3. По теореме синусов b=a sin B/sina=a sin B/sin(B+y), поэто- 
my S=ab sin y/2=a? sinB sin y/2 зт (В+). 

12.4. По теореме синусов (a+ 6)/c=(sina+sin B)/sin у. Кроме того, 
sina+sin В = 2 sin((a+ В) /2) соз ((“-— В)/2)=2 cos(y/2) cos ((a— В)/2) 
и sin y=2 яп (у/2) cos(y/2). Второе равенство доказывается аналогично. 

12.5. В треугольнике A,BC, длины сторон A,B и BC, равны 

bcosy и bcosa; прямая ВО делит угол A,BC, на углы 90°—у 

и 90°—a. Пусть прямая ВО пересекает отрезок А.С, в точке М. 

По теореме синусов A,M=A,BsinA,BM/sinA,MB=bcosycosa/ 

/sinC,MB=C,M. 

12.6. Пусть a= / (а, с), B=L(c, d) и y=L(d, 6). Тогда (AC/AS)/ 
/(BC/BS)=sina/sin(B+y) и (BD/BS)/(AD/AS)=siny/sin(a+). По- 
этому (АС: BD)/(BC- АР) =зт а зту/э (а + В) зп (В+). 

12.7. Так как ОА/РА=зт OPA/sin POA и OB/PB= 

=sin OPB/sin РОВ, to (OA/OB)/(PA/PB)=sin РОВ /sin POA. 

12.8.. Достаточно перемножить пять равенств вида D,A/D,B= 

=sin B/sin A. 

309



12.9. Пусть О — общая вершина данных треугольников, M и N— 

середины оснований, К— отношение длин оснований к высотам. 

Проекции оснований данных треугольников на прямую ММ равны 

k-OMsinOMN и k-:-ONsinONM. Остается заметить, что 

ОМ /sinONM = ОМ [51 ОММ. 

12.10. По теореме синусов BX /sin BDX = BD /sin ВХР = 

=2Rsiny/sinBXD. Кроме того, sinBDX=sin BDC=sing; величина 

угла ВХР легко вычисляется: если точки С и О лежат по одну 

сторону от AB, то LBXD=n-Q-W, а если по разные, то 

LBxXD=|o-W|. Значит, ВХ =2 В зтф sin/sin| p+ |. 

12.11. а) Пусть А, — середина отрезка ВС. Складывая равенства 

АВ?=АА?+ А, В?—2АА, - ВА, со ВА, А и АС? =АА1+ А, С? -— 
—2АА, А, С со5 СА, А и учитывая, что cos ВА А= —со$ СА, А, по- 

лучаем требуемое. 

6) Очевидным образом следует из задачи а). 

12.12. По теореме косинусов  a’*—(b-—c)*=2bc(1—cosa)= 
=45(1—с0$ a)/sina=4S tg(o/2). 

12.13. По теореме косинусов cosa=(b*+c?—a’)/2bc. Остается 
воспользоваться формулами со$?(а/2)=(1+с0$9)/2 и sin?(a«/2)= 
=(1—с0$ 9) /2. 

12.14. Пусть «— угол при вершине параллелограмма. По теореме 

косинусов m*=a’+b*+4+2abcosa и n*=a?+b*—2abcosa. Поэтому 
m?n? =(а2+Ь?)? —(2ab cosa)? =a* + b* + 2a7b?(1—2 cos? a). Значит, 
тп? =а*+Ь* тогда и только тогда, когда со$?а=1/2. 

12.15. Пусть М — точка пересечения медиан AA, и ВВ,. Угол 

АМВ прямой тогда и только тогда, когда AM?+BM?=AB?’, т.е. 

4(m2+m3)/9=c?. Согласно задаче 12.11 тё+т; =(4с?+а?+Ь?)/4. 
12.16. Пусть m=C,M иф=Д С, МО. Тогда OC?=C,M?+0M?— 

—-20М-С,М со5ф и ВО?=СО?=ОМ?*+МС?*+2О0ОМ- СМ созф= 
=0ОМ?+4С,М?+40М.С, М созФ. Поэтому BC?=BO?—OC?= 
=3C,M?+60M-C,M созф, т.е. с?=4ВС? =12т? +240М-С, М с05Ф. 
Ясно также, что 18m?=2m2=a*+b?—c?/2 (см. задачу 12.11). По- 
этому равенство a*+b*=2c? эквивалентно Tomy, что 18m*=3c7/2, 

т.е. с?=12т?. Так как с?=12т?+240М-С,М созф, равенство 
а2+6?=2с? эквивалентно тому что £C,MO=9=90°, т.е. 
CC, 1 OM. 

12.17. Пусть вписанная окружность касается стороны ВС в точке 

К, а вневписанная —в точке L. Тогда BC=BK+KC=r ctg (В/2)+ 

+retg(y/2) и BC=BL+LC=r,ctgLBO,+r,ctgLCO,=r, 12(В/2) + 

+", 12 (у/2). Кроме «того, cos(a/2)=sin (+2). 

Согласно задаче 3.2 p—b=BK=rctg(f/2) и p—b=CL=r,, tg(y/2). 
Если вписанная окружность касается продолжений сторон АВ 

и АС в точках Ри О, то p=AP=AQ=r, ctg(a/2). 
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12.18. а) Согласно задаче 12.17 p=r,ctg(a/2) и rctg(«/2)=p—a; 

retg(B/2)=p—b и 1,18 (В/2)=рр-с; г. 8 (В/2)=р-а и r,ctg(B/2)=p. 
Перемножая эти пары равенств, получаем требуемое. 

6) Перемножая равенства rp=r,(p—a) и rr,=(p—b)(p—c), получаем 
r?p=(p—a)(p—b)(p—c). Ясно также, что S?=p(r7p). 

в) Достаточно  перемножить | равенства = rr, =(p—b)(p—c) 
и гг =р(р-а) и воспользоваться формулой Герона. 

12.19. Согласно задаче 12.17 r=r, 8 (я/2) 12 (В/2) и p=r, ctg(y/2). 
12.20. Согласно задаче 12.18, а) r,=rp/(p—a) и r,=rp/(p—b). 

Поэтому cr,r,=cr?p’/((p—a)(p—b)) и г, + =грс/((р-а)(р-Ь)), а зна- 
чит, crar,/(rg ть) =гр=5. 

12.21. Согласно задаче 12.18, а) 1/r,=(p—b)/pr и 1/r.=(p—c)/ pr. 

1 1 
Поэтому —4— =a/pr=a/S=2/h,. 

b с 

12.22. Легко проверить, что 1/h,=a/2pr и 1/r,=(p—a)/pr. Скла- 
дывая аналогичные равенства, получаем требуемое. 

12.23. Согласно задаче 12.18, а) 1/((p—b)(p—c))=1/rr,. Остается 
сложить аналогичные равенства и воспользоваться результатом 
задачи 12.22. 

12.24. Согласно задаче 12.1 4SR=abc. Ясно также, что 

abc=p(p—b)(p—c)+p(p—c)(p—a)+p(p—a) (p—b)— 
S? S? S? S? 

(p—a) (р (pao) р $ (ить г.г). 

12.25. Согласно задаче 12.18, а) г,ть=р(р-с), тьг.=р(р-а) 
и гг, =р(р-5). Складывая эти равенства, получаем требуемое. 

12.26. Так как S=rp=r,(p—a)=r,(p—b)=r.(p—c), то выражение 
в правой части равно (p*—(p—a)*—(p—b)*—(p—c)*)/S*=3abe/S?. 
Остается заметить, что abc/S=4R (задача 12.1). 

12.27. Пусть углы треугольника АВС равны 2a, 2В и 2y. Соглас- 

HO задачам 12.36, а и 12.37, 6) r=4R sing sinB siny и 

r,=4R sin a cos В cos y. Поэтому (r+r,)(4R+r—r,)=16R? sing: 
‘(sin В sin y +cos В cos y)(1+sina(sin В sin y—cos В cos y))=16R? sina: 
-cos(B—y) (1 —sina соз (В-+7)) = 168 * sina соз (В- 7) со? а. Остается за- 
метить, что 4Rsinacosa=a и 4Rsin(P+y) cos (B—y)=2R(sin 28+ 
+sin2y)=b+c. Второе равенство доказывается аналогично. 

12.28. Так как OA=r/sin(a/2) и bc=2S/sina, то OA?/bce= 
=r*ctg(a/2)/S=r(p—a)/S (см. задачу 12.17, в). Остается заметить, 
что r(p—a+p—b+p—c)=rp=S. 

12.29. Решим сразу задачу 6), частным случаем которой является 

задача а). Tak как ctg(p/2)=sing/(l1—cos@), то р?(1-х)?= 
=(1—x?)(2R(1—x)+r)?, где х=созф. Корень х›=|1 этого уравнения 
нас не интересует, так как в этом случае ctg(p/2) был бы не 
определен; поэтому, сократив обе части уравнения на 1-х, придем 
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к кубическому уравнению. Использовав результаты задач 12.38, 

12.41, 6) и 12.39, 6), можно проверить, что это уравнение совпадает 

с уравнением (x—cosa)(x—cosP)(x—cosy)=0, где а, В и у— углы 
треугольника. Значит, косинус угла ф равен косинусу одного из углов 

треугольника; кроме того, косинус монотонен на интервале от 0 до дл. 

12.30. Ясно, что 2pr=2S=absiny=abc/2R, т.е. 4prR=abc. Для 

доказательства второго равенства воспользуемся формулой Герона: 

S*=p(p—a)(p—b)(p—c), т.е. pr*>=(p—a)(p—b)(p—c)=p*—p* (a+ 
+b+c)+p(ab+bc+ca)—abe= —p*+p(ab+bce+ca)—4prR. Сокращая на 
р, получаем требуемое. 

12.31. Так как abc=4RS (задача 12.1), то выражение в левой 

части равно (c+a+b)/4RS=2p/4Rpr=1/2Rr. 
12.32. Достаточно заметить, что (p—c)/p=r/r, (задача 12.18, a), 

г=с яп (я /2) sin(B/2)/cos(y/2) и г. =с соз (а/2) соз (В/2)/соз (у/2) (зада- 
ча 12.17). 

12.33. Согласно задаче 12.1 S=abc/4R. С другой стороны, 

S=ah,/2. Поэтому h,=bc/2R. 

12.34. Так как ah,=2S=2(p—a)r, и r,/a=cos(B/2) cos(y/2)/ 
cos(a/2) (задача 12.17, 6), то h,=2(p—a)cos(B/2) cos(y/2)/cos(«/2). 
Учитывая, что (p—a)ctg(B/2)=r,=(p—b) ctg(a/2) (задача 12.17, в), 
получаем h,=2(p—b) sin(B/2) cos(y/2)/sin (a/2). 

12.35. a) Пусть продолжение биссектрисы AD пересекает описан- 

ную окружность треугольника АВС в точке М. Тогда AD-DM= 

=BD:DC и, так как AABDCW AAMC, AB-AC=AD:AM= 

=AD(AD+DM)=AD*+BD-DC. Кроме toro, BD=ac/(b+c) 
и DC=ab/(b+c). Значит, AD? =bce—bca*/(b+c)*? =4p(p—a) be }(b+ 
+c)?. 

6) См. решение задачи 4.47. 

в) Пусть АД — биссектриса_ АН — высота треугольника АВС. 

Тогда AH=c sinB=2R пт В зту. С другой стороны, 

АН= АР sin АРН=1, эт (В+ (а/2))=1, sin ((n+ B—)/2)=/, cos ((B—y)/2). 
г) Учитывая, что p=4R cos (я/2) соз(В/2) cos(y/2) (задача 12.36, в) 

и sin В+ зту=2 sin ((В+7)/2) cos ((В-7)/2)=2 соз (a/2) cos ((B—)/2), 
приходим к формуле задачи в). 

12.36. а) Пусть О — центр вписанной окружности, К — точка каса- 

ния вписанной окружности со стороной АВ. Тогда 

2В зту=АВ=АК+ КВ=г(с4е (а /2) + а (В/2))= 

=r sin (“+ B)/2) (sin («/2) эт (В/2)). 

Учитывая, что sin y=2sin(y/2)cos(y/2) и зп ((а-+8В)/2)=соз (у/2), по- 
лучаем требуемое. 

6) Согласно задаче 3.2 p—a=AK=rctg(a/2). Аналогично 

p—b=rctg(B/2) и p—c=rctg(y/2). Перемножая эти равенства и учи- 
тывая, что р(р-а)(р-Ь)(р-с)=5?=(рг)?, получаем требуемое. 
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в) Очевидным образом следует из задач a) и 6). 

12.37. а) Перемножая равенства г с0$ (a/2)/sin(«/2)=p—a 
и sin(«/2) sin(B/2)sin(y/2)=r/4R (см. задачи 12.17, в) и 12.36, а), 
получаем требуемое. 

6) Согласно задаче 12.17, в) г, tg(y/2)=p—b=rctg(B/2). Умножая 
это равенство на равенство r/4R=sin(a/2) т (В/2) sin(y/2), получаем 
требуемое. 

12.38. Складывая равенства cosa+cosB=2 соз ((я-+ В)/2) cos ((a— 
—В)/2) и созу= — с0$ («+ В)= —2 соз? ((a+)/2)+1 и учитывая, что 
cos ((a — В)/2) — соз ((a + B)/2)=2 т (a/2) sin(B/2), получаем cosa+cos B+ 

+008 y=4 sin (1/2) sin (В/2) sin (y/2)+1=5+1 (см. задачу 12.36, a). 

12.39. а) Складывая равенства cos 2a+cos 2B =2 соз (я + В) соз (&— 
—В)= —2 с0$ 7 соз (я—В) и cos2y=2cos*y—1=—2 с0$7 соз(а+В)-1 
и учитывая, что со$ (“+ В) + соз (&«—В)=2 cosa cos В, получаем требуемое. 

6) Достаточно подставить выражения вида со$2а=2 со5?а—1 

в равенство, полученное в задаче а). 
12.40. Складывая равенства чт 2а + т 2В =2 зп (я + В) cos(a—f)= 

=2 зту с0$ (и—В) и зт2у=2 sin y cos y= — 2 зту со$ (и +В) и учитывая, 
что cos(a—f)—cos(a+P)=2 sina sinB, получаем требуемое. 

12.41. а) Ясно, что sin? а- т? В+ т? у=(а2+Ь?+с?)/48В 
и a?+b?+c?=(a+b+c)*?—2(ab+bce+ca)=4p? —2(r?+p?+4rR) (см. за- 
дачу 12.30). 

6) Согласно ‘задаче 12.39, 6) 2соза со$ В со5 у=5т? «+ эт? B+ 

+sin?y—2. Остается воспользоваться результатом задачи а). 

12.42. Теорему косинусов можно переписать В виде 

ab cos y=(a?+b?—c?)/2. Складывая три аналогичных равенства, по- 
лучаем требуемое. 

12.43. Согласно задаче 12.13 cos?(«/2)/a=p(p—a)/abc. Остается 
заметить, что p(p—a)+p(p—b)+p(p—c)=p? и abc=4SR=4prR. 

12.44. a) Так как bc cosa=2Sctga, то a2=b?+c?—4S ара. Скла- 
дывая три аналогичных равенства, получаем требуемое. 

6) Для остроугольного треугольника а? ctga=2R? яп 2а =45вос, 

где О — центр описанной окружности. Остается сложить три аналогич- 
ных равенства. Для треугольника с тупым углом a величину 
бвос НУЖНО взять со знаком минус. 

12.45. Согласно задаче 12.17 ctg(a/2)+ctg(B/2)=c/r и tg(a/2)+ 
+1 (В/2)=с/г.. Остается сложить такие равенства для всех пар 
углов треугольника. 

12.46. Ясно, что tgy=—tg(«+P)=—(tga+tgB)/(l1—tga tgp). До- 
множая обе части на |1—tgatgB, получаем требуемое. 

12.47. ta(v/2)=ete(2+4)=[1 — tg («/2) tg (В/2)] [tg (a/2)+tg(B/2)]. 

Остается домножить обе части на tg(a/2)+tg(B/2). 
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12.48. а) Домножим обе части равенства на та эт В siny. Даль- 

нейший ход доказательства таков: cosy(sinacosf+sin В cosa)+ 
+ $117 (с0$ а со$ В — $1та з1т В) =соз у з1т (а + В) + з1ту соз$ (а + В) = 
=cosy siny—siny cosy=0. 

6) Домножим обе части равенства Ha sinasinBsiny. Дальчей- 

ший ход доказательства таков: cosa(sinB siny—cosfcosy)+ 
+ sina (cos В siny+cosy sin B)=cos*a+sin* а = 1. 

12.49. Так как sin*a+sin?B+sin?y—2=2cosacosBcosy (см. за- 
дачу 12.39,6) и 5=28?япазтВяпу, остается проверить, что 

(ра 12 В+ {2 7) соз а со$ В с0$ у = т у зт В чп о. Последнее равенство 

доказано в решснии задачи 12.48, а). 

12.50. Пусть А и В-—- вершины углов а и В, Р--точка персссчения 

несовпадающих сторон этих углов, О — общая точка данных окру- 

жностей, лежащая на отрезке РА. Треугольник АОВ равнобедренный, 

поэтому / РОВ=2а. А так как / POB+ / ОРВ=В+ 2 ОВА, то B=3a. 

11 
12.51. Согласно задаче 4.47 в+-=2 cos(a/2)//,, поэтому cos(a/2)= 

с 

=1/2, т.е. a=120°. 

12.52. Опустим из точки М перпендикуляр MD на прямую ВС. 

Тогда Мр=АН/2 = ВМ/2. В прямоугольном треугольнике BDM катет 

MD равен половине гипотенузы BM. Поэтому / МВС = 4 МВР = 30°. 

12.53. Величины AD-BCsinADB и ВЕ: АСэт АЕВ равны, так 

как они равны удвоенной площади треугольника АВС. Поэтому 

sin ADB=sin AEB. Возможны два случая. 

1. 2 АРВ=/ AEB; в этом случае точки A, Е, О, В лежат на 

одной окружности, поэтому / ЕАР=/ EBD, т.е. / A=ZL В, чего 

не может быть по условию. 

2. L ADB+ / АЕВ= 180°; в этом случае / ECD+ 1 EOD=180°, 

где О — точка пересечения биссектрис. Так как / EOD=90°+ д C/2 

{задача 5.3), то £4 C=60°. 

12.54. Пусть В’— точка пересечения серединного перпендикуляра 

к отрезку АС с прямой АВ. Тогда АВ’=СВ’и / АВ’С=180°—2.75° = 

= 30°. Поэтому AB'=CB’=2CH=AB, т.е. В'=Ви / В=30°. 

12.55. Ясно, что AKDM — прямоугольник и [, — точка пересечения 

его диагоналей. Так как АД 1 ВС и АМИ\1 ВА, to £ DAM=L АВС. 

Аналогично / КАР=/ АСВ. Опустим из точки А перпендикуляр 

АР на прямую КМ. Пусть для определенности / В< 1 С. Тогда 

точка Р лежит на отрезке KL. Из подобия треугольников АКР 

и МКА получаем AK:AP=MK:MA. Поэтому АК:АМ=АР: 

:МК=АР: Ар=2 АР: АГ. По условию АГ?=АК.: AM, следовательно, 

АГ. =2 АР, т.е. / АГР= 30°. Ясно, что / КМА= 1 ALP/2=15°. По- 

этому острые углы треугольника АВС равны 15 и 75°. 

12.56. Пусть СР — биссектриса. Тогда BD=ac/(a+b). С другой 

стороны, A BDCcoA BCA, поэтому BD: BC=BC:BA, т.е. BD=a?/c. 
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Следовательно, c?=a(a+b)=3a*. Стороны треугольника АВС равны 

а, ‘2а и ./За, поэтому его углы равны 30, 90 и 60°. 

12.57. Пусть / ABC=2x, тогда внешний угол А треугольника 

ABE равен £ ABE+ £4 AEB=x+a. Далее, / KAE= / ВАЕ- 1 ВАК= 

= (180° —х— а) (180°—2х—2а)=х-+а. (Следовательно, AE— биссект- 
риса внешнего угла А треугольника АВК. A так как ВЕ — биссектриса 

внутреннего угла В этого треугольника, то Е— центр его вневписан- 

ной окружности, касающейся стороны АК. Поэтому 1 АКЕ= 

= 1 АКС/2 =90°—ча. 

12.58. Пусть A,...4,, — правильный восемнадцатиугольник. В ка- 

честве треугольника АВС можно взять треугольник 4А,../4А,/4А.. Со- 

гласно задаче 6.59,6) диагонали A,A,,, А.А. и А. А, з пересекаются 

в одной точке, поэтому / AMC=(~ A,,A,+~ АА, 4/2 = 70°. 
12.59. Пусть /,...А,; — правильный восемнадцатиугольник, О — 

его центр. В качестве треугольника АВС можно взять треугольник 

А ОА,;. Диагонали A,A,, и AygAg симметричны относительно 

диаметра А, Ас, а диагональ 4, ./А,. проходит через точку пересечения 

диагоналей A,A,. и А. А; , (см. решение предыдущей задачи), поэтому 

1 ADE=(~ A,A,4+~ A424 44)/2 = 30°. 

12.60. Поскольку £4 BDE=50° и 4 CED=30°, To £4 BOC= 

= / EOD= 180° — 50° — 30° = 100°. Будем считать, что фиксированы 

диаметры ВВ’ и CC” окружности, причем / ВОС = 100°, а точка A 

движется по дуге В’С’. Пусть Ор — точка пересечения ВВ’и АС, E— 

точка пересечения СС’ и АВ (рис. 140). 

Так как при движении точки А от 

В’к С’ отрезок ОЕ увеличивается, 

а ОР уменьшается, то угол OED 

убывает, а угол ODE возрастает. 

Поэтому существует единственное по- 

ложение точки A, при котором 

L СЕБ= 1 ОЕР=30° и ZL BDE= 

= 4 ОРЕ= 50°. 

Докажем теперь, что треугольник 

АВС с углами / A=50°, 4 B=70°, 

L С= 60°’ обладает требуемым свой- 

ством. Пусть 4A,...4,, — правильный 

восемнадцатиугольник. В качестве треугольника АВС можно взять 

треугольник А,.4А,../4.. Диагональ A,A,, проходит через точку E (cM. 

решение задачи 12.58). Пусть Е— точка пересечения прямых A,A,, 

и A,A,4; прямая А.А симметрична прямой A,A,, относительно 

прямой А.4,., поэтому она проходит через точку Р. В треугольнике 

CDF луч CE является биссектрисой угла С, а прямая РЕ — биссектрисой 

внешнего угла при вершине F. Поэтому РЕ— биссектриса угла ADB, 

т.е. L ОРЕ=(- А.А, .+-— А; Aq )/4= 50°. 

Рис. 140 
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12.61. Пусть О, Е и Е— точки касания окружности с BP, РО 

и ОС; 1 BOD=90°— 1 B=90°—4 С= 1 COF=a, 4 РОР= 1 РОЕ=В 

и 1 ЕОО= 1 ООЕ=у. Тогда 180°= 1 BOC=2a+28+2y, т.е. 

a+B+y=90°. Так как / ВРО= 4 DPE/2=(180°— 1 РОЕ)/2 =90°—В 
и 1 ООС=у+а=90°-В, то 1 ВРО= 1 СОО. Ясно также, что 
1 РВО= 1 ОСО. Поэтому А BPOWA COQ, т.е. PB:-CQ= 

= BO-CO=BC?/4. 

12.62. Пусть Ри О середины сторон ВС и CD соответственно. 

Точки Ри О являются точками касания вписанной окружности со 

сторонами ВС и CD. Поэтому достаточно проверить, что 

PF+GQ=FG. В самом деле, если Е’С’— отрезок, параллельный FG 

и касающийся вписанной окружности, то РР’+С’О=РЕ’О’, поэтому 

F’=F u G'=G. 

Можно считать, что сторона квадрата равна 2. Пусть GD=x. 

Так как BF: ЕВ= АО: СР, то ВЕ=2/х. Поэтому CG=2—x, СО=х-1, 

2 2 
СЕ=2—-, ЕР=--—1, т.е. PF+GQ=x+4+2/x—2 и Еб?=СС?+ СЕ? = 

x x 

> 2\, > 8 4 2 2 › 
=(2-—х) + 2—7 =4—4х+х +4 += x+7—2 =(PF+GQ) . 

12.63. Обозначим вершины квадратов так, как показано на 

рис. 141. Пусть О — центр окружности, Н — середина данной хорды, 

К — середина отрезка AA,. Так как 

A tg AHB=2=tgA,HD,, то точка Н лежит 
на прямой AA,. Пусть a= АНВ= 

= / А, НБ,.Тогда AB—A,D,=(AH—A,H)- 

‘sina=2KHsina=2OHsin*«. — Поскольку 

К ? tga=2 и l+ctg?a=1/sin*a, To sin?a=4/S. 

4 ели 2! Поэтому разность длин сторон квадратов 

4 ес равна 81/5. 
12.64. Пусть медиана ВМ треугольника 

АВС пересекает вписанную окружность 

6, А, в точках Ки Г, причем BK=KL=LM=x. 

Пусть для определенности точка касания 

вписанной окружности со стороной АС 

лежит на отрезке МС. Тогда, так как при симметрии относительно 

серединного перпендикуляра к отрезку ВМ точки В и М переходят 

друг в друга, а вписанная окружность переходит в себя, касательная 

МС переходит в касательную ВС. Следовательно, BC=MC=AC/2, 

т.е. b=2a. 

Так как BM?=(2a?+2c?—b7)/4 (см. задачу 12.,а), то 
9х? =(2а?+2с?—4а?)/4=(с?—а?)/2. Пусть Р— точка касания вписанной 
окружности со стороной ВС. Тогда BP=(a+c—b)/2=(c—a)/2. С другой 
стороны, по свойству касательной BP?=BK-BL, т.е. ВР?=2х?. 

Поэтому 2х?=(с-—а)/2)?. Перемножая равенства 9х?=(с*—а?)/2 и 
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((c—a)/2)?=2x?, получаем (c+a)/(c—a)=9/4, т.е. с:а=13:5. В итоге 
получаем, что а:Б:с=5: 10: 13.. 

12.65. Пусть 2a u 26 — длины сторон первого и второго квадратов. 

Тогда расстояние от центра окружности до вершин второго квадрата, 

лежащих на окружности, равно $/(а+25)?+65?. С другой стороны, 

это расстояние равно \/2а. Следовательно, (a+2b)?+b*=2a?, т.е. 

а=26+./46? +5? =(2+3)Ь. Нам подходит только решение а=56. 
12.66. Пусть Ри О — середины отрезков АС и АВ, К — центр окружности 

5; @=AC/2, b=BC/2, х— радиус окружности S,. Легко проверить, что 

PR=a+x, OR=a+b—x u РО=Ь. Проведем в треугольнике РОК высоту 

ВН. Расстояние от точки К до прямой CD равно x, поэтому РН=а-х, 

а значит” QH=|b—a+x|. Следовательно, (а+х)*—(а-х)*=ЕН*= 
=(a+ b—x)?—(b—a+x)’, т. е. ax=b(a—x). В итоге получаем х=аБ/(а- 5). 
Для радиуса окружности 5, получаем точно такое же выражение. 

12.67. Пусть х— радиус окружности 5, касающейся окружностей 

S, и S, и луча АВ, у— радиус окружности 5’, касающейся окружностей 

S, и 5, и луча ВА. Положение окружности, касающейся окружности 

$, и луча АВ (соответственно 5, и ВА) однозначно определяется ее 

радиусом, поэтому достаточно проверить, что х=у. 
Приравнивая два выражения для квадрата расстояния от центра 

окружности 5 до прямой AD, получаем (x+1)?—(x-1)?=(34+x)?—- 
—(5-—х)?, т.е. x=4/3. 

Рассматривая окружности 5, и S3, легко проверить, что АВ?= 

=(3+4)?—17=48. С другой стороны, квадраты расстояний от центра 
окружности 5’ до прямых AD и ВС равны (y+3)?—(5—y)?=16(y—1) 

и (4+у)?-(4-у)?=16у соответственно. (Следовательно, 4,/y—1+ 

+4 /у=./48, т.е. y=4/3. 
12.68. Если углы треугольника образуют арифметическую прогрес- 

сию, TO они равны a—yY, a “+7, где 720. Tak как сумма углов 

треугольника равна 180°, то «= 60°. Стороны этого треугольника равны 

2Rsin(a—y), 2Rsina, 2Rsin(a+y). Поскольку против большего угла 
лежит большая сторона, то sin(a—y)<sina<sin(«+y). 

а) Если числа sin(a—y)<sina<sin(«+y) образуют арифметическую 
прогрессию, To зта= (т (я+7)-+ яп (&—7))/2 =зтасозу, т.е. созу=1, 
или y=0. Следовательно, все углы треугольника равны 60°. 

6) Если числа sin(a—y)<sina<sin(a+y) образуют геометрическую 
прогрессию, то sin*a=sin(a—y)sin(a+y)=sin *acos*y—sin*ycos*a< 
<sin*acos?y. Поэтому cosy=1, т.е. все углы треугольника равны 60°. 

12.69. Достроим треугольник АВС до параллелограмма ABCE 

(рис. 142). Пусть ВС=х и AD=y. Тогда (b-—a)h=2S4pp=xysin 45° 
и (6-а)?=х?+у?—2хусоз 45° =х?+у?—2хузт 45°. По теореме Пифа- 
гора a*+b?=(AO*+BO’)+(CO’?+DO7’)=(BO? + CO’)+(DO?+ AO*)= 
=x?+y?. Следовательно, (b—a)? =х? + у? —2 хузт 45°=а? +? -— 
—2(b-—a)h, т.е. h=ab/(b—a).. 
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12.70. Так как BK=(a+c—b)/2 
и KC=(a+b—c)/2 (см. задачу 3.2), то 
BK: KC=(a*—(b—c)’)/4=Stg(a/2) (см. за- 
дачу 12.12). 

12.71. Так как (b+c)/a=cos (В—7)/2)/ 
/зш (“/2) (задача 12.4), то cos((B—y)/2)= 
=cos (“/2), т.е. В-у= + а. Если В=у+а, 
то В=90°, а если B+a=y, то у=90°. 

12.72. Легко проверить, что 

Susc=2R? sin asin B sin 7. Аналогично 
бл, в, с, =2Е * sin((B +y)/2) sin ((a+y)/2): 
‘sin (a+ B)/2)=2R * cos(«/2) соз (В/2) соз (у/2). 

Puc. 142 Поэтому = Sasc/S4.8,c, =8 sin (9/2) sin (В/2)- 
‘sin(y/2)=2r/R (см. задачу 12.36,a). 

12.73. Сумма котангенсов углов треугольника равна (a*+b?+c7)/ 
/4S (задача 12.44,а). Кроме того, тё+ть+т2=3(а*-+Ь?+с?)/4 (задача 
12.11,6) и площадь треугольника, составленного из медиан треугольника 

АВС, равна 3/4 площади треугольника АВС (задача 1.36). 

12.74. Одна из точек A; лежит внутри треугольника, образованного 

тремя другими точками, поэтому можно считать, что треугольник 
A,A,A, остроугольный (или прямоугольный). Числа A,, A, и A; легко 

находятся из соответствующей системы уравнений; в результате получа- 
ем №, =(?+с?-а?)/2, №, =(а?+с2-6?)/2 и А. =(а?+6?—с?)|2, где 
a=A,A,, b=A,A, и c=A,A,. Согласно задаче 5.45,6) A,A2=4R?—a’, 
roe А— радиус описанной окружности треугольника A,A,A;. Поэтому 

44=A,AZ—A, =48?-—(а?*+6?+с?)/2=А,А4-А,=А, АХ... 
Проверим теперь, что У`1/^,=0. Так как (b?+c?-a’)/2= 

=bccosa=2Sctga, то 1/A,=tga/2S. Остается. заметить, что 

2/(a7+b?+c?—8R7)=(tga+tgB+tgy)/2S (задача 12.49). 
12.75. Пусть (a,, 5,), (a2, 6.) и (аз, 6.) — координаты вершин треуголь- 

ника. Координаты центра его описанной окружности задаются системой 
уравнений 

Легко проверить, что эти уравнения линейные, а значит, решение 

рассматриваемой системы Уравнений рационально. 

12.76. Возьмем на отрезках АВ и СР точки К и Г, делящие их 

в указанных отношениях. Достаточно доказать, что точка пересечения 

прямых АК и CL лежит на окружности 5. Введем систему координат 

с началом в центре О. окружности 5 и осями Ох и Оу, направленными по 

лучам OB и ОР. Радиус окружности 5 можно считать равным |. Прямые AK 

и СЁ задаются соответственно уравнениями у=(х-+ 1)/3 и y=2x—1. Поэтому 
их общая точка имеет координаты ху =4/5 и %=3/5. Ясно, что хб+у5=1. 
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12.77. Пусть 4— расстояние от центра описанной окружности до 

образа центра вписанной окружности при рассматриваемой гомотетии. 

Достаточно проверить, что R=d+2r. Пусть (0,0), (2а, 0) и (0, 2b) 
— координаты вершин данного треугольника. Тогда (a, b)— координаты 

центра описанной окружности, (г, г)— координаты центра вписанной 
окружности, причем r=a+b—R. Следовательно, d*=(2r—a)?+ 
+(2r—b)?=a?+b?—4r(a+b—r)+4r? =(В-2)?, так как a?+b?=R?. 

12.78. Рассмотрим систему координат с началом в центре квадрата 

и осью Ох, параллельной прямой 1. Пусть вершины квадрата имеют 

следующие координаты: A(x, у), B(y,—x), С(-х,-у) и Б(-у, x); 
прямая / задается уравнением у=а. Тогда точка О имеет координаты 

(х+у)/2, (у—х)/2), а точка Р имеет координаты (—у, а). Следовательно, 
искомое ГМТ состоит из точек (1, —f+a/2), где t=(x—y)/4. Остается 

заметить, что величина х—у изменяется от —\/2 (х? +у’)=-АВ до АВ.
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